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Exercicio 1.1. Prove por indugcao em n que:
n
. n(n+1)
a) Z ==
=0
n n 2
b) > P = < z)
i=0 i=0
Solugao:
a) Demonstragao. Por indugdo em n.
n 0
Base: Fazendo n = 0 e calculando ambos os lados da expressao, temos: Zz = Zz =0e @ =
i=0 i=0
W = (0. Portanto, a expressao vale para n = 0.
n+1 n
Hipotese Indutiva: Por definicao, temos: Zz = Zz + (n+ 1). Usando a hipétese indutiva, isto é,
i=0 i=0
n
1 1)+2 1
supondo que a expressio vale para n, temos: Z i+(n+1) = % +(n+1) = n(n+1) ;_ (n+1) =

=0

1 2 1 1+1
(n+1)(n+2) = (n+1){n+1+ ) Portanto, a expressao vale para n + 1.

2 2
. L U . nn+1)
Assim, pelo Principio da Inducao Finita (PIF), a expressao Z i = ———= vale para todon € N. [
i=0
n ( 1) n 2 )
. . . n(n+ . n(n+1)
Do item (a) acima temos que Z;z == Logo, (; z) = (T) .

n 2
. . - . n(n+1
Portanto, iremos provar, por indugao em n, que E i3 = ((2)) .
i=0

Demonstragao. Por indugao em n.
n
Base: De fato, n =0 = 223 = Zi?’ =0*=0e (W)2 = (%)2 = 02 = 0. Portanto, a expressao
=0 =0
vale para n = 0.

n+1 n
Hipdtese Indutiva: Por definicdo, temos: Z i3 = Z i3+ (n+ 1)3. Usando a hipétese indutiva, temos:
i=0 i=0
n 2 2 2 3
. n(n+1 n‘in+1)*4+4(n-+1
ZZS+(H+1)3:<(2 )) +(n+1)3: ( )4 ( ) _

=0

n?(n® +2n+1)+4(n*+3n2 +3n+1)  n' 420 +n? 440+ 120 + 120 +4

4 4



n*+4n3 +4n? +2n® +8n? +8n+n* +4n+4  (n®+2n+1)(n® +4n +4)
4 B 4

(n+1)24(n+2)2 _ <(n+1)2(n+2)>2: ((n+1)(r;+1+1)>2

Portanto, a expressao vale para n + 1.

n
Assim, pelo PIF, a expressao E i’ =
i=0

2
) vale para todo n € N.

Exercicio 1.3. Um palindromo pode ser definido como uma cadeia que resulta no mesmo valor quando lida
normalmente ou de trds para a frente. Uma outra definicdo é dada por estas 4 regras:

1) € é um palindromo.

2) Se a é um simbolo qualquer, entao a cadeia ‘a’ é um palindromo.

3) Se a é um simbolo qualquer e ‘x’ é uma cadeia, entao a cadeia ‘axa’ é um palindromo.

4) A dnica forma de se obter um palindromo é aplicando, um nimero finito de vezes, as regras 1 a 3 acima
descritas.

Prove, por inducao, que as duas definicoes sao equivalentes.

Solucgao: Seja ¥ um alfabeto finito e a € ¥ um caracter qualquer.

Demonstragao. Por inducao em n, onde n € N é o numero de caracteres a usados para formar um

palindromo.

Base: De fato, quando n = 0, obtemos uma cadeia nula a qual resulta no mesmo valor (a cadeia nula)
quando lida normalmente ou de tras para frente. Do mesmo modo, com n = 0 caracteres, obtemos € que,
pela regra 1 acima, é um palindromo. Logo, as defini¢es sao iguais para n = 0.

Analogamente, quando quando n = 1, obtemos uma cadeia formada por um tnico caracter a, que portanto
pode ser lida normalmente ou de tras para frente. Do mesmo modo, com n = 1 caracter, obtemos a cadeia
‘a’ que, pela regra 2 acima, é um palindromo. Logo, as defini¢cbes sao iguais para n = 1.

Hipdotese Indutiva: Seja ‘x’ um palindromo formado por n caracteres. Podemos considerar n > 1 pois ja
analisamos os casos em que n < 1. Quando adicionamos mais um caracter, obtemos a cadeia ‘axa’ que
resulta no mesmo valor quando lida normalmente ou de tras para frente. Da mesma forma, pelas regras 3 e 4
acima, ‘axa’ é um palindromo. Portanto, quando supomos que as defini¢oes sao iguais para um n qualquer,
vemos que sao validas para n + 1.

Assim, pelo PIF, ambas as defini¢bes sdo vélidas para todo n € N.

Exercicio 1.6. Mostre que as relagées abaixo sao relacdes de equivaléncia e defina suas classes de
equivaléncia:



a) A relagdo Ry nos inteiros onde iR1j se e somente se i = j.

b) A relagio Ry das pessoas onde pRaq se e somente se p e q nasceram na mesma hora do mesmo dia de
um ano qualquer.

¢) A relagao Rs é a mesma relagio definida em (b) considerando “do mesmo ano” ao invés de “num ano
qualquer”.

Solugao:

Para provar que R é uma relacao de equivaléncia, basta mostrar que R possui as propriedades reflexiva,
simétrica e transitiva.

a) Reflexiva: Para todo i € Z, temos ¢ = i. Simétrica: Para quaisquer i, j inteiros, temos: i = j & j = 4.
Transitiva: Para quaisquer i, j, k inteiros, temos: 1 = jAj =k =i =k.

As classes de equivaléncia de R; podem ser definidas por:
Ou seja, a relagdo Ry particiona Z em um nimero infinito enumerdvel de classes de equivaléncia.

b) Considerando que p, ¢ e  sdo trés pessoas quaisquer. Refleziva: Toda pessoa nasce no mesmo dia e hora
que ela mesma. Simétrica: Se p nasceu no mesmo dia e hora que 7, entao r nasceu no mesmo dia e hora
que p. Transitiva: Se p nasceu no mesmo dia e hora de ¢, o qual nasceu no mesmo dia e hora de r entao
p e r nasceram no mesmo dia e hora.

As classes de equivaléncia de Ry podem ser definidas por:

[q]r, = {p é uma pessoa | p nasceu no mesmo dia e hora de ¢}

Note-se, no entanto, que hé 366 x 24 = 8784 combinacoes de dias e horas num ano qualquer.
Portanto, a relagao Ry particiona o conjunto das pessoas em 8784 classes, ou seja, num numero finito de
equivaléncia disjuntas.

¢) Valem as mesmas consideragoes vistas para Ry apenas trocando-se as expressoes “nasceu no mesmo dia
e hora” por “nasceu no mesmo dia, hora e ano”.

As classes de equivaléncia de R3 podem ser definidas por:

[q]r;, = {p é uma pessoa | p nasceu no mesmo dia, hora e ano de ¢}

Como hd um conjunto infinito enumeravel de anos a relagao R3 particiona o conjunto P de pessoas em
um numero infinito enumeravel de classes de equivaléncia disjuntas.

Exercicio 1.8. Prove que qualquer relagdo de equivaléncia R num conjunto S o particiona em classes de
equivaléncia disjuntas.

Solugao:

Defini¢ao 1: Diz-se que um conjunto S é particionado por n subconjuntos S; C S (com n € N*) quando:

i) S=8USs--US,

I
C
@



i) S;NS; =0 Vi,jeN*Ai<nAj<nAi#j.
iii) S;#0 VieN*Ai<n.

Defini¢cao 2: Diz-se que um conjunto S é particionado por um numero infinito enumeravel de subconjuntos
S; € S quando:

i) SleLJSz...:USi.
=1

i) S;NS; =0 Vi,jeN Ai#j.
iii) S;#£0 VieN*.

Defini¢ao 3: Se R é uma relagao de equivaléncia em S e x € S, entao as classes de equivaléncia com respeito

a R no conjunto S sao:
[z]r = {y € SlyRa}

Definicao 4: O conjunto de todas as classes de equivaléncia de S é denominado S mddulo R e denotado por:

S/R ={[z]r|x € 5}
Teorema: Se R é uma relagdo de equivaléncia em S entdo S/R = {[z]g |z € S} é uma particao de S.

Demonstragao. Vamos provar que:

a) A unido de todas as classes de equivaléncia [z]r é o conjunto S, isto é:

Ulklr=s5

zes

Demonstracao. Por construgao.
De fato, todo elemento de S pertence a sua prépria classe de equivaléncia pois [z]g = {y € S|yRz} e,
pela propriedade reflexiva em R, xzRx. Logo:

reS=uzclr (1)

Portanto, se percorrermos todos os elementos de S e formos unindo suas respectivas classes de equivaléncia,

iremos obter o préprio conjunto S:
x € [z]g = U[x]R:S

zes
O
Atendemos assim ao item (i) da defini¢do 2 acima.
b) As classes de equivaléncia sao disjuntas. Ou seja, para todo x € S e y € S temos
v#Fy=[rlr=[lrVIz]rN[ylr =10 (2)



Demonstracao. Por contradicgao.

Supondo, por absurdo, que = # y = [z|gr N [y]r # 0, temos, da definicdo de intersecgio e de conjunto
vazio, que:

[ZlrN[ylr #0 = 3z € [z]r N [y]r (3)
Mas, pela definicao de interseccao de conjuntos:

ze€lelrNlylr = z€[zlr Nz € ylr (4)

Pela definigao de classes de equivaléncia:

z € [x]gr = zRx (5)
z € [ylr = 2Ry (6)

Da eq. 5 e por simetria em R:
zRx = xRz (7)

Das equacoes 7 e 6 e por transitividade em R:
xRz N zRy = xRy (8)
Da eq. 8 e da definicao de classe de equivaléncia temos:
xRy = x € [y|r (9)

Seja a € S um caracter qualquer tal que a € [z]g.

Por definicao:

a € [z]r = aRx (10)

Da eq. 10 e por simetria:

aRx = zRa (11)
Aplicando a eq. 11 na eq. 8:

zRa = aRy (12)
Portanto: a € [y]g.
Mas se a € [x]g = a € [y]r, entdo:

[]r € [ylr (13)

Formalmente, o raciocinio das equagoes 5 a 13 pode ser resumido como:

a€lzlr=aclylr < [zlr C[ylr (14)

Analogamente, por simetria em R: zRy = zRx. Por transitividade em R: yRz A zRx = yRz. Se
b € [y]r entdo bRy. Pela propriedade transitiva e por yRx temos bRy. Portanto, b € [z]g. A relacdo
b€ [ylr = b € [z]r equivale a

[ylr C [2]r (15)

Das equacgoes 13 e 15 e da definigao de igualdade de conjuntos, temos:
[2lr C [Ylr Ayl C [2]r & [2]r = [y]R (16)

Mas, se [z]r = [y]r entdo [z]g N [y]r # 0 0 que é uma contradicdo com nossa hipétese iniciall

Assim, concluimos que, se x € S e y € S, entao:

v#y=ltlrg=[ylrV[zlrNlylr =0 (17)



Atendemos assim ao item (ii) da definigdo 2 acima.

¢) Nenhuma das classes de equivaléncia é um conjunto vazio.

Demonstragao. Por construgao.

Cada elemento em S pertence a sua propria classe de equivaléncia:

€S =zx€(x]r (18)

Portanto, cada classe de equivaléncia possui pelo menos um elemento.

Atendemos assim ao item (iii) da definigdo 2 acima, completando a demonstracdo do teorema proposto.

O

Exercicio 2.1. Encontre um autémato cujo comportamento corresponda ao do circuito da figura abaizo,
considerando que os estados finais correspondem a uma saida 1. Um circulo com wm ponto representa uma
porta-E cuja saida € 1 apenas quando ambas as entradas valem 1. Um circulo com um + representa uma
porta-OU cuja saida € 1 sempre que pelo menos uma de suas entradas seja 1. Um circulo com um ~ representa
um inversor, cuja saida € 1 quando a entrada é 0 e 0 quando a entrada é 1. Assuma que hd tempo suficiente
para que as mudancgas na entrada se propaguem pelo circuito e a rede se estabilize.

Input x

Figura 1 Circuito Légico do Exercicio 2.1.

Solucgao:

Este circuito possui realimentagoes:

i) O sinal de y; é enviado diretamente para a porta A e via inversor para a porta C'.
ii) O sinal de yo é enviado diretamente para a porta B.
Podemos arbitrar valores para y; e ys, calculando o valor de todas as portas, o que ird resultar em novos

valores para y; e y2. Com estes novos valores, recalculamos o valor de todas as portas, repetindo o processo
até que os valores de y; e yo se estabilizem. Quando isso ocorre, obtemos o valor final da saida da porta F.

Criamos um software para simular as portas A a F', tal como definidas no enunciado, face os diferentes
valores de y; e yo.



Nas tabelas abaixo, E1 e E2 representam as entradas e S a saida de cada porta. Quando as saidas das portas
D e E sao diferentes dos valores iniciais de y; e ys, respectivamente, acrescentamos uma nova linha a tabela
e recalculamos os valores em cada porta.

Parte 1: Considerando z = 0.
Para y; = y2 = 0 temos:

Varidveis A B C D E F
x|y |y2 | E1 | E2|S|E1|E2|S|El1|E2|S|El|E2|S|El|E2|S|El|E2]|S
0l 0] O 0 0 |0] 1 00| O 110 0 00| O 0 |0]| O 010

Para y; =0 e y = 1 temos:

Varidveis A B C D E F
x|y1 |y |E1L|E2|S|El|E2|S|E1|E2|S|El|E2|S|E1|E2|S|El|E2]|S
0|01 0 0 |0 1 1
0|11 0 1 ]0| 1 1 1] 0 0 |0]| O 1 1] 1 0 |[1] 1 1 |1

—
(@)
—
o
o
—
—
(a=)
—
—
—

Para y; =1 e y2 = 0 temos:

Variaveis A B C D E F
x|y |y2 | E1 | E2|S|E1|E2|S|El1|E2|S|El|E2|S|El|E2|S|El|E2]|S
0|10 0 1 ]0] 1 0
0| 01O 0 0 |0 1 0 (0] O 1 ]0] 0 0 [0 O 0|0 O 0|0

o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o
o

Para y; = y2 = 1 temos:

Variaveis A B C D E F
x|y |y2 | E1 | E2|S|E1|E2|S|E1|E2|S|El|E2|S|El1|E2|S|El|E2]|S
0|1 1 0 1 (0] 1 1 [1] 0 0 |]0] O 1 |1] 1 0 |1] 1 1 |1

Parte 2: Considerando x = 1.

Para y; = yo = 0 temos:

Varidveis A B C D E F
x|y |y2 | E1 | E2|S|E1|E2|S|E1|E2|S|El|E2|S|El1|E2|S|El|E2]|S
1101]0 1 0|0 O 0

11011 1 0 |0]| O 1 |0 1 1 ]1]0 0 [0] O 1 ]1]0 11]0

(an)
=
[
o
o
(an)
(an)
[
o
=
o

Para y; =0 e yo = 1 temos:

Variaveis A B C D E F
x|yi |y |E1|E2|S|El|E2|S|E1|E2|S|El|E2|S|E1|E2|S|El|E2]|S
11011 1 0 |0] O 1 /0] 1 1110 00| O 1110 110

Para y; =1 e yo = 0 temos:

Varidveis A B C D E F
x|y |y2 | E1 | E2|S|E1|E2|S|El1|E2|S|El|E2|S|E1|E2|S|El|E2]|S
1 1 0 1 1 1 0

o
(an)
—
(an)
o
[
o
—
(an)
(an)
o
[
o
o

Para y; = yo = 1 temos:

Varidveis A B C D E F

vy [y [EL[E2[S|EI[E2[S[EI[E2[S|EI[E2[S[EI[E2[S[EI[E2][S
11 J1J1[1]1J0o[1]oO OJo[1TJoJ1[oJo]Jo 010
tj1rjJoJr[1r]J1JofJofoJr1JofJoJ1]Jof1]o]o0f]oO 01]0

Parte 3: Resumindo as 8 tabelas acima, temos:



x | Inicio Fim F
Yi | Y2 | Y1 | Y2
OO0 O0O]0|O0]O
0|01 1 111
oOf1]0]0|O0]O0
0] 1 1 1 111
1101010 110
1|10 11]0 110
11110 117010
1] 1 1 11010

Conclusao:

Agora podemos associar estados aos valores de y; e ys. Por exemplo: quando y; = 0 e y2 = 1 temos o estado
01. Deste modo, analisando a segunda linha da tabela acima, vemos que quando x = 0 o circuito vai do
estado 01 para o estado 00. Usando raciocinio analogo para as outras linhas da tabela, definimos a seguinte
funcao de transicao:

Estado | 0 1
— 00 00 | 01
01 11 | 01
10 00 | 10
* 11 11 | 10

O estado 11 é o estado final pois é o tnico em que F = 1.

Figura 2 Autoémata Finito do Exercicio 2.1.

Exercicio 2.2. Historicamente, automatos finitos foram utilizados pela primeira vez para modelar redes neu-
rais. Encontre o autémata finito cujo comportamento € equivalente ao da rede neural da Figura 3. Os estados
finais do automato correspondem a uma saida 1 na rede. Cada neurdnio possui sinapses excitatorias (cérculos
brancos) e inibitdrias (circulos pretos). Um neurdnio produz uma saida 1 quando o nidmero de sinapses ex-
citatorias com entrada-1 € maior que o numero de sinapses inibitorias com entrada-1 em quantidade maior
ou igual ao limiar de excitagdo do neurdnio (o nimero que aparece dentro do tridngulo). Assuma que hd
tempo suficiente para que as mudancas na entrada se propaguem pelo neurénio e que a rede se estabilize.
Assuma também que, inicialmente, y1 = yo = y3 = 0.

Solugao:

Nas tabelas abaixo, 1,2 e 3 representam as entradas de cada neurdnio. As letras F e I representam entradas
excitadoras e inibidoras, respectivamente. A letra S representa a saida do neurénio.

Consideramos todos os valores y1,y2 e y3. Quando, a partir do valor inicial, calcula-se valores para y;,ys €
ys diferentes dos iniciais, cria-se uma nova linha na tabela, repetindo-se o cdlculo destas variaveis até que o
neurdnio se estabilize.



Saida

Entrada

— T

Figura 3 Rede Neural do Exercicio 2.2.

Considerando z = 0.

3E | S

21

1E

3E | S

21

1E

S

1E | 2E | 31

1E | 2E | 3E | S

Entrada

Y3

Y2

Y1

Considerando z = 1.



Entrada A B C D
y1 |y2 |ys | 1IE|2E | 3E | S|1E |2E |31 |S|1E |21 |3E|S|1E |2l | 3E | S
0|0/ O 0 1 0|0 O 1 0[1]0 1 00| O 1 0 1[0
0 1 0 0 1 1 1 1 1 01]1 0 1 0 0 1 1 0 0
11110 1 1 1 |11 1 0|1/ 0 1 1 ]0| 1 1 010
0|01 0 1 0|0 O 1 110 1 1 O|l0| 0|0 OO0
0|0/ O 0 1 0 |0| O 1 0]1]0 1 0 10| O 1 010
0 1 0 0 1 1 1 1 1 0]1 0 1 0 0 1 1 0 0
11110 1 1 1 |11 1 0|1 0 1 1 ]0| 1 1 010
0|10 0 1 1 ]1] 1 1 0]1]0 1 0|0 1 1 010
1 1 0 1 1 1 1 1 1 0|1 0 1 1 0 1 1 0 0
0|11 0 1 1 |11 1 1 (1] 1 1 0 |0 1 1 0|0
11110 1 1 1 |11 1 0|1 0 1 1 ]0| 1 1 0 1[0
11010 1 1 0 [1]0 1 0|1/ 0 1 1 ]0| 1 1 010
11110 1 1 1 |11 1 0|1/ 0 1 1 ]0| 1 1 010
1 0 1 1 1 0 1 0 1 110 1 1 1 1 1 0 1 1
11110 1 1 1 |11 1 0|1 0 1 1 |01 1 0 1[0
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

A partir das duas tabelas acima, e considerando cada estado como sendo formado pela concatenacao dos
valores de y1,ys € y3, temos a seguinte funcao de transigao:

Estado 0 1

— 000 000 | 110
* 001 001 | 110
010 010 | 110
011 001 | 110
100 001 | 110
* 101 001 | 101
110 001 | 110
* 111 001 | 111

Os estados 001, 101 e 111 sao terminais pois resultam em saida igual a 1.

A partir da fungéo de transicdo, vemos que apenas os estados 110 e 001 sdo alcangdveis a partir do estado
inicial 000. Portanto, o automata procurado é o mostrado na Figura 4.

Figura 4 Automato do Exercicio 2.2.

Exercicio 2.3. Considere o brinquedo mostrado na Figura 5. Uma bola € jogada em A ou em B. Alavancas
1, To e x3 desviam a bola para a esquerda ou para a direita. Sempre que a bola se choca com uma alavanca,
esta muda de posi¢cao de modo que a proxima bola seja levado para o lado oposto.

a) Modele este brinquedo como um automata finito. Considere que a bola caindo em A seja uma entrada 0

e em B uma entrada 1. Uma seqiiéncia de entradas € aceita quando a ultima bola desta seqiiéncia sair
pela saida D.

10



b) Descreva o conjunto das seqiéncias aceitas pelo automato.

¢) Modele o brinquedo como uma Mdquina de Mealy cuja saida € a seqiiéncia de C’s e D’s equivalente ds
posicoes nas quais as bolas saem.

A B
X X,
2

C D

Figura 5 Brinquedo do Exercicio 2.3.

Solugao:

a) Em nosso autémata finito, as posigoes de x1, 25 e x3, tal como aparecem na Figura 5, sdo representadas
por 0. Apéds terem sido atingidas por uma bola, a varidvel x; muda para a posi¢ao oposta, isto é, se
x; = 0 entao a nova posicao serd z; = 1 e vice-versa. Também vamos considerar que a saida da bola por
D equivale a uma saida 1 (estado final) e a saida por C equivale a um 0.

Esta tabela resume os diversos estados possiveis:

T Inicio Fim Saida
X1 X9 I3 T T2 I3
0|0 0 0 1 0 0 0
0|0 0 1 1 0 1 0
0|0 1 0 1 1 0 0
0O 1 1 1 1 1 0
01 0 0 0 0 1 0
0|1 0 1 0 0 0 1
0] 1 1 0 0 1 1 0
0 1 1 1 0 1 0 1
110 0 0 0 1 1 0
110 0 1 0 1 0 1
110 1 0 0 0 0 1
1 0 1 1 0 0 1 1
1] 1 0 0 1 1 1 0
1] 1 0 1 1 1 0 1
1] 1 1 0 1 0 0 1
1] 1 1 1 1 0 1 1

A partir da tabela acima criamos um autéomato finito determinista no qual cada estado é a concatenagao
dos valores de x1, 22,23 € S. Como nosso alfabeto ¥ = {0,1} possui 2 caracteres, cada x; e S podem

11



assumir 2 possiveis valores. Portanto, temos 42 = 16 possiveis estados. Sendo 0000 o estado inicial, todos
os estados em que S = 1 sao estados de aceitacao. Portanto:

0 1
— 0000 | 1000 0110
0001 | 1000 0110
0010 | 1010 0101
% 0011 | 1010 0101
0100 | 1100 0001
* 0101 | 1100 0001
0110 | 1110 0011
% 0111 | 1110 0011
1000 | 0010 1110
* 1001 | 0010 1110
1010 | 0001 1101
* 1011 | 0001 1101
1100 | 0110 1001
* 1101 | 0110 1001
1110 | 0101 1011
% 1111 | 0101 1011

Analisando a tabela acima, notamos que os estados 0100, 0111 e 1111 nao sao alcancados a partir do
estado inicial. Portanto, o auténomo finito minimo possui apenas 13 estados:

0 1
— 0000 | 1000 0110
0001 | 1000 0110
0010 | 1010 0101
* 0011 | 1010 0101
* 0101 | 1100 0001
0110 | 1110 0011
1000 | 0010 1110
* 1001 | 0010 1110
1010 | 0001 1101
* 1011 | 0001 1101
1100 | 0110 1001
* 1101 | 0110 1001
1110 | 0101 1011

*

*

b) Este automata finito possui 13 estados e, portanto, a obtencdo de uma expressdo regular usando o
algoritmo dado em aula é muito trabalhosa.

Optamos por analisar o funciomento do brinquedo chegando a uma descrigao em portugués para a lin-
guagem reconhecida.

Introducao

Inicialmente, x5 = 0. Portanto, a bola que cai por B serd desviada para x3. No entanto, a proxima
bola que cair em B sera levada para D que é um estado de aceitacdo. Ou seja, as bolas de ordem impar
(primeira, terceira, quinta etc) sdo levadas para x3 de onde podem ser aceitas ou ndo. Porém, as bolas
de ordem par (segunda, quarta, sexta etc) que entram por B sdo levadas para um estado de aceitagéo,
nao importando os valores de x; e x3.

Portanto, se a ltima bola entrar por B e for de ordem par, a cadeia serd aceita. Ou seja, o automata
finito reconhece cadeias que sastifazem a estas condigoes:

i) Possuem um ntimero par de 1’s.

ii) Terminam em 1.

12



Analogamente, bolas de ordem impar passando por A sao rejeitadas, nao importando os valores de x5 ou
Zrs3.

Portanto, falta analisar o que acontece quando as bolas de ordem par que entraram por A e as de ordem
impar que entram por B chegam em x3.

Bolas que entram por B
Se a bola entrou em B e chegou em x3 e é a ultima bola, entao a cadeia de entrada tem um nimero
impar de 1’s.

Inicialmente, 3 = 0. Portanto, se chegar um ntmero par de bolas em z3 ele continuaré zero e a dltima
bola saird por C'. Portanto, para que a cadeia seja aceita, ela terd que enviar bolas em um nimero impar
de vezes para 3.

Se ng é o nimero de bolas que entram por A (que é igual ao nimero de zeros na cadeia de entrada) entao
3

| %2 | bolas serdao enviadas para x3. Por exemplo, se 3 bolas entrarem por A, apenas | 5] = 1 serd enviada
para xs.
Analogamente, se n; é o nimero de bolas que entram por B (que é igual ao nimero de uns na cadeia

de entrada) entdo [%L] bolas serdo enviadas para x3. Por exemplo, se 3 bolas entrarem por B, [3] = 2

serao enviadas para xg3.

Portanto, o automata finito reconhece cadeias que atendem simultaneamente a todas estas condigoes:

i) Terminam em 1.
ii) Tém um ndimero {mpar de 1’s.
i) |52+ [%] é fmpar.
Bolas que entram por A
Analogamente, considerando que a bola entrou em A, definimos que o automato finito reconhece cadeias
que atendem simultaneamente a todas estas condigoes:
i) Terminam em O .
iif) Tém um numero par de 0’s.
i) %]+ [%3] 6 par.
Conclusao

Se L é a linguagem do AF e x € L entdo x é uma cadeia ndo-nula que satisfaz a uma destas 3 regras:

i) Possui ndmero par de 1’s e termina em 1.
. . . , . no nid 4
ii) Possui niimero fmpar de 1’s, termina em 1 e |52 | + [%1] é fmpar.
- , . no ni7 «
ili) Possui ntimero par de 0’s, termina em 0 e | % | 4+ [%-] é par.
O dltimo digito de cada estado de nosso automato é o valor da saida. Portanto, a Maquina de Mealy
contém os mesmos estados do AFD acima, porém imprimindo um caracter que é igual ao ultimo digito

do estado para onde o AFD transita. Por exemplo, se estamos no estado 0000 e lemos um 0, transitamos
para o estado 1000. Portanto, imprimimos o ultimo digito de 1000 que é zero.

Portanto a Maquina de Mealy é:
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Entrada Saida
0 1
— 0000 | 1000 0110
0001 | 1000 0110
0010 | 1010 0101
* 0011 | 1010 0101
* 0101 | 1100 0001
0110 | 1110 0011
1000 | 0010 1110
* 1001 | 0010 1110
1010 | 0001 1101
* 1011 | 0001 1101
1100 | 0110 1001
* 1101 | 0110 1001
1110 | 0101 1011

*

—_— OO MR R OOOOOOOoOoo
_ === O OO O

Exercicio 2.4. Suponha que S éa funcdo de transicdo estendida de um AFD. Prove que, para quaisquer
cadeias x ey, temos:

(g, vy) = 6(d(gq, ), y)

Dica: use indugao em |y|.

Solugao:
A funcao & ¢ definida recursivamente a partir da funcio de transicio d:

g(q,w): {q sew =¢€ (19)

6(8(q,z),a) sew==zaparaa€Xexe Xt

Informalmente, ambas as fungoes ¢ e § definem um novo estado a partir de um estado atual. Porém, a fungao
4 calcula o novo estado a partir de um tnico caracter enquanto que a fungao ¢ aceita uma cadeia completa
como argumento. Neste sentido, a fungao ¢ “estende” a definig¢ao de 9.

Demonstragao. Vamos provar, por indugdo em n = |y|, que para quaisquer x e y em X*:

3(g,zy) = 6(3(q,%),y) (20)

Base: Fazendo n = 0 temos:
n=0=y=0=>y=e=ay=x (21)

Se zy = x entao, por defini¢ao, o lado esquerdo da eq. 20 pode ser escrito como:

(g, zy) = 0(q, ) (22)

Analogamente, aplicando y = € no lado direito da eq. 20, temos:

8(3(g,w),y) = 6(6(q, @), ¢) (23)

Aplicando a eq. 19 (caso w = €) na equagdo acima, temos:

6(3(q,z),€) = 8(q, ) (24)
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Das equacoes 23 e 24, temos:

3(8(q, ),y) = (g, ) (25)

Portanto, pelas equagoes 22 e 25, temos que a eq. 20 é valida para n = 0.
Hipotese Indutiva: Supondo que a eq. 20 é valida para n — 1 vamos provar que ela também é vélida para n.

De fato, fazendo y = za para um certo a € ¥ temos que:

lyl =n=lzal|=|n| = |z|+|a|=n=|z|+1l=n=|z|=n-1 (26)

Se y = za entao o lado direito da eq. 20 pode ser reescrito como:

3(0(q,7),y) = 0(d(q, x), 2a) (27)

Apenas para facilitar a notagdo, fazemos 5(q7:r) = p para um certo p € . Portanto, o lado direito da
equacao acima pode ser reescrito como:

6(8(q, ), za) = d(p, za) (28)
Mas, pela eq. 19 (caso w = za), o lado direito da equagio acima pode ser reescrito como:
o(p, za) = 6(5(p, 2), a) (29)

Substituindo & (¢, ) = p, podemos reescrever o lado direito da equagao acima como:

5(3(p, za). a) = 6(3(3(q, ), 2), a) (30)

Mas, pela Hipétese Indutiva, temos que 5(q,xz) = 5(5(q,x),z) Substituindo este resultado na equacao
acima, temos:

3(6(5(q, @), 2), a) = 6(3(q, 22), a) (31)
Da eq. 19, sabemos que 3(q, xza) = 5(5((1, xz),a). Substituindo este resultado na equacdo acima, temos:

5(5((1, xz),a) = S(Q, xza) (32)

Substituindo y = za na equagao acima temos:

d(q,za) = b(q, zy) (33)

Na eq. 27, comecamos com o lado direito da eq. 20 e, com o uso da hipdtese indutiva, chegamos a eq. 33
que é o lado esquerdo da eq. 20. Ou seja, supondo que a expressao é valida para n — 1 mostramos que ela é
valida para n.

Portanto, pelo Principio da Indugdo Finita (PIF), a expressao S(Q,xy) = 3(5(q,x),y) vale para todo n €
N. O

Exercicio 2.5. Encontre os autématas finitos deterministas que aceitam as sequintes linguagens no alfabeto
> ={0,1}:

a) O congunto de todas as cadeias terminando em 00.
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b)
c)

a)

¢)

O conjunto de todas as cadeias com trés 0’s consecutivos.

O conjunto de todas as cadeias tais que cada bloco de 5 simbolos consecutivos contenha pelo menos dois

0’s.

O conjunto de todas as cadeias comecando por 1 tais que, interpretadas como a representag¢ao em bindrio
de um numero inteiro, resultam num valor congruente com zero maodulo cinco.

O conjunto de todas as cadeias tais que o décimo simbolo, contado do fim da cadeia em direcdo a seu
inicio, seja igual a 1.

Solugao:

a)

Iniciamos no estado [—] no qual a cadeia ndo possui nenhum 0. Se encontrarmos um 0, vamos para o
estado [0]. Neste estado, ao encontrarmos um novo 0 vamos para o estado [00] que é o estado de aceitacao.
De qualquer estado, ao encontrarmos um 1 retornamos ao estado inicial. Ficamos no estado final [00]
apenas se continuarmos encontrado 0’s na cadeia de entrada. Deste modo, garantimos estar neste estado
apenas se o ultimo caracter lido for um 0.

Figura 6 Diagramas de transicao para o Exercicio 2.5 (a).

Este autémato ¢ semelhante ao anterior. O estado final [000] é alcancado apds terem sido encontrados
trés 0’s consecutivos. Uma vez que tenhamos atingido o estado final, nele permanecemos quaisquer que
sejam os demais caracteres lidos. Nao precisamos sair deste estado pois nao é necessario que os trés
caracteres 0 estejam no final da cadeia.

Figura 7 Diagramas de transi¢do para o Exercicio 2.5 (b).

Em cada instante, analisamos 5 posigoes consecutivas. Cada posicao pode ser ocupada por um dentre
trés simbolos: €,0 ou 1. Portanto, este AF tem 3° = 243 estados!

Sao estados finais os que possuirem 0’s em quaisquer duas posigoes nas cinco posigoes possiveis. Portanto,

;) = % = 10 estados finais.

Vamos definir cada estado pelos possiveis caracteres em cada posicdo. Vamos comecgar no estado inicial
€ e vamos adicionando um caracter até termos encontrado todos os 10 estados finais.

existem (

Vamos criar um estado “FIM” no qual o AF ird permanecer quando houver menos que dois zeros em
cinco posi¢oes. Uma vez que o AF tenha atingido o estado “FIM”, ele ird permanecer neste estado, nao
importando os demais caracteres lidos.
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Deste modo, nao serd necessario mapear todos os 243 estados mas apenas aqueles que levam ao estado
“FIM” ou a um dos 10 estados finais.

Outra forma de reduzir o nimero de estados do AF é ir para o estado 00 toda vez que forem encontrados
dois zeros consecutivos.

Com estas consideragoes, obtemos este AF:

0 1

— € 0 1
0 00 01

1 10 11

* 00 00 001
01 010 011

10 00 101

11 110 111

* 001 010 0011
010 00 0101

011 | 0110 0111

101 010 1011

110 00 1101

111 1110 FIM

* 0011 0110 00111
* 0101 010 01011
* 0110 00 01101
* 0111 | 01110 FIM

1011 0110 FIM

1101 010 FIM

1110 00 FIM
* 00111 | 01110 FIM
* 01011 0110 FIM
* 01101 010 FIM
* 01110 00 FIM

FIM | FIM FIM

d) Seja w a string lida e 2 0 nimero resultante quando w é convertida de bindrio para um nimero inteiro.
Iremos aceitar w quando:

i) O primeiro caracter de w for 1. Portanto, se o primeiro caracter for 0, o AF vai para um estado
“FIM” onde permanece até o término da leitura da cadeia de entrada.

ii) O resto da divisdo de x por 5 for igual a 0. Portanto, o AF deve ter estados 0,1,2,3 e 4, cada qual
representando o resto da divisao de x por 5. O estado de aceitacao é o 0, pois é aquele em que o
resto da divisao de x por 5 é zero e, portanto,  é congruente com zero moédulo cinco.

Para obter a transicao entre os estados 0, 1,2,3 e 4 analisamos alguns possiveis valores de w
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w | x| zmodb
0] 0 0
1] 1 1
10 2 2
1] 3 3
100 | 4 4
101 | 5 0
110 | 6 1
11| 7 2
1000 | 8 3
1001 | 9 4
1010 | 10 0
1011 | 11 1
1100 | 12 2
1101 | 13 3
1110 | 14 4
1111 | 15 0
Com estas consideragoes, obtemos este AF (Figura 8):

0 1

— e | FIM 1

FIM | FIM FIM

* 0 0 1

1 2 3

2 4 0

3 1 2

4 3 4

Figura 8 Diagramas de transicao para o Exercicio 2.5 (d).

e) Este autémato tem que monitorar os 10 dltimos caracteres lidos.

Para monitorar apenas o ultimo caracter lido terfamos que ter 3 estados. Um para monitorar a string
nula € e mais dois para monitorar os possiveis valores 0 ou 1. Estes estados poderiam ser @ = {¢,0, 1}.

Analogamente, para monitorar os 2 tltimos caracteres, teriamos que ter 7 estados. Um estado para e,
mais 3 estados possiveis para o primeiro caracter (0 ou 1 ou €) vezes 2 estados (0 ou 1) para o ultimo
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caracterer. Estes estados poderiam ser Q = {¢, 0, 1,00, 01,10, 11}.

Continuando nosso raciocinio, para monitorar os 3 ultimos caracteres, terifamos um estado para e, mais 3
estados possiveis para o primeiro caracter (0 ou 1 ou €) vezes 3 estados para o segundo caracterer (0 ou
1 ou €), vezes 2 estados para o tltimo caracterer (0 ou 1) resultando em 1+ 3 % 3 * 2 = 19 estados.

Logo, para monitorar 10 estados, teriamos que ter 1 4 3% x 2 = 39367 estados! Portanto, ao invés de

enumerar exaustivamente estes estados, iremos apenas identifica-los com expressoes matemaéticas que
definem M = (Q, %, 9, qo, F).

Consideramos que, para nosso autdémato, temos 3 = {0, 1}.
Seja a; € ¥ U {e} um caracter qualquer e n € N.

Definimos os possiveis estados do automato:

Q = {[araz...a,]|1 <n <10}

Ou seja, @ contém os estados {¢,0,1,00,01,10,11,...,1111111111} que correspondem aos possiveis 10
ultimos caracteres lidos pelo automata.

O conjunto dos estados de aceitacao F' C @ é formado pelos estados de @ que contém 10 caracteres
a; € X e o primeiro destes caracteres é a; = 1. Formalmente:

F={[lag...a,]|Va, e ¥N2<i<nAn=10}

Considerando b € ¥ um caracter qualquer lido pelo autémato quando este estd no estado [a1as ... a,], a
fungao de transicao § pode ser definida como:

[a1as...a,b] sen <10

d([arag .. .ap],b) = {

[as ... an,b] se n =10

Por construcao, 0 < n < 10 e nao precisamos considerar os cados em que n > 10.

Exercicio 2.6. Descreva em portugués os conjuntos aceitos pelos autéomatas finitos cujos diagramas de
transi¢ao sao dados na Figura 9.

Solugao:

a) O conjunto das cadeias formadas por 0 ou mais caracteres 0 seguidos por 0 ou mais caracteres 1.
b) O conjunto das cadeias que terminam em 101.

c¢) O conjunto das cadeias que, comegando com zero, possuem um numero par de 0’s e zero ou um nimero
impar de 1’s ou, comegando com 1, tenha um ntmero par de zeros e um nimero par de 1’s. Ou seja, o
primeiro caracter é a paridade da cadeia.

Como zero é par, o autdmata aceita a cadeia nula (que tem zero caracteres 0 e zero caracteres 1).

Exercicio 2.7. Prove que o autémata finito, cujo diagrama de transicio ¢ dado na Figura 10, aceita o
conjunto de cadeias sobre o alfabeto ¥ = {0,1} com igual nimero de 0’s e 1’s tal que cada prefizo tenha no
mdximo um 0 a mais que o numero de 1’s e no mdximo um 1 a mais que o numero de 0’s.
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Figura 10 Diagrama de transicao para o Exercicio 2.7.

Solucgao:
Seja a € X e x € ¥, respectivamente, um caracter e uma cadeia quaisquer.

Seja Q(a, z) uma funcdo que devolve o niimero de vezes em que o caracter a é encontrado na cadeia z. Por
exemplo: Q(0,101) =1e Q(1,101) = 2.

Definicao 1: Diz-se que x é uma cadeia “prépria”’ quando, para todo prefixo p de = temos

Definicao 2: Diz-se que x é uma cadeia “balanceada” quando

Q(()?‘T) = Q(l,l‘)

Para o automato da Figura 10 consideramos § sua func@o de transicdo e L a linguagem por ele aceita.

A partir destas consideragoes, temos que:
i) 5((]0, x) = qo <= =z é prépria e balanceada. Portanto, este é o estado de aceitagao.

i) 0(qo, ) = q1 < x é prépria e Q(0,z) = Q(1,z) + 1.
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iii) 0(qo,x) = g2 <= x é propria e Q(0,z) = Q(1,z) — 1.

iv) 0(qo, ) = q3 <= « nao é propria.

Portanto, queremos provar que o automato da Figura 10, formalmente descrito acima, reconhece a linguagem
L formada pelo conjunto de cadeias sobre o alfabeto ¥ = {0,1} com igual nimero de 0’s e 1’s tal que cada
prefixo tenha no méaximo um 0 a mais que o nimero de 1’s e no maximo um 1 a mais que o nimero de 0’s.

Demonstragao. Vamos provar, por inducdo em n = |z|, que as consideragdes acima sado vélidas para
qualquer x € X*.

Base: Se n = 0 temos que |z| = 0. Por definicdo, x = e. Como ¢y é o estado inicial do autémato e

0(qo, €) = qo, temos, pela condigao (i) acima, que a cadeia vazia é aceita pelo autémato.
Como, de fato, € € L, temos que as consideracoes sao validas para n = 0.

Hipdtese Indutiva: Vamos supor, por hipétese, que temos uma cadeia x de comprimento |z| = n. Vamos
mostrar que, ao adicionar a x um caracter a € ¥ formamos uma cadeia y = xa de comprimento |y| = |za| =
|z] + |a| = n + 1 e que y também estd em um dos estados qo, g1, g2 ou g3 acima listados.

Analisando a hipétese indutiva para todos os estados possiveis, temos:

1) Supondo que S(QO,x) = qo. Neste caso, pelo item (i) acima, x é prépria e balanceada. Portanto:
Q(0,z) =Q(1,z).
Quando adicionamos o caracter a a x para obter y = xa, temos duas hipdteses.
Se a = 0, temos que Q(0,y) = Q(0,2) +1 = Q(1,z) +1 = Q(1,y) + 1. Portanto, pelo item (ii) acima:
Q(0,y) = Q(L,y) +1 = (g0, y) = a1-
Analogamente, se a = 1, temos que Q(1,y) = Q(1,2) + 1 = Q(0,z) + 1 = Q(0,y) + 1. Portanto, pelo
item (iii) acima: Q(0,y) = Q(1,y) — 1 = S(qo,y) = qo.

2) Supondo que S(qo,a:) = ¢;. Neste caso, pelo item (ii),  é prépria e Q(0,2) = Q(1,z) + 1.

Quando fazemos y = za, temos duas hipéteses.
Se a =0, temos que Q(0,y) = Q(0,2) +1 = Q(1,2) +1+1 = Q(1,y) +2. Portanto, |Q(0,y) — Q(1,y)| =

2 > 1. Portanto, pelo item (iv), y ndo é prépria e 6(qo, y) = gs-
Analogamente, se a = 1, temos que Q(1,y) = Q(1,z)+1=Q(0,2) —1+1 = Q(0,2) = Q(0,y). Portanto,

Q(0,9) = Q(1,y) e, pelo item (i), 4(q0,y) = do-
3) Supondo que S(qo,m) = ¢2. Neste caso, pelo item (ii),  é prépria e Q(0,z) = Q(1,z) — 1.
Quando fazemos y = za, temos duas hipéteses.
Se a = 0, temos que Q(0,y) = Q(0,z) +1 =Q(1,2) —1+1=Q(1,2) = Q(1,y). Portanto, Q(0,y) =

Q(1,y). Portanto, pelo item (i), 6(qo,¥y) = qo-
Analogamente, se a = 1, temos que Q(1,y) = Q(1,2) +1=Q(0,2) + 1+ 1 =Q(0,z) + 2 = Q(0,y) + 2.
Portanto, |Q(0,y) — Q(1,y)| = 2 > 1. Portanto, pelo item (iv), y nao é prépria e §(qo,y) = gs.

4) Supondo que 6(qo,z) = g3. Portanto, pelo item (iv),  nado é prépria. Quando fazemos y = za, néo
importando o valor de a temos que y nao é prépria pois o fato de acrescentarmos sufixos nao altera o
prefixo da cadeia e apenas os sufixos sao necessarios para definir se uma cadeia é ou nao é prépria. Logo,

pelo item (iv), d(qo,y) = g3

Portanto, pelo Principio da Indugao Finita, provamos que o AF aceita o conjunto de cadeias sobre o alfabeto
¥ ={0,1} com igual nimero de 0’s e 1’s tal que cada prefixo tenha no méximo um 0 a mais que o niimero
de 1’s e no maximo um 1 a mais que o nimero de 0’s.

O
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Exercicio 2.8. Encontre os autématos finitos nao deterministas que aceitam as sequintes linguagens:
a) O conjunto das cadeias em (0 + 1)* tal que dois caracteres 0 estejam separados por uma string de com-
primento 4t para algum v > 0.

b) O conjunto das cadeias sobre o alfabeto ¥ = {a,b,c} que tém o mesmo valor, quando calculadas da direita
para a esquerda e da esquerda para a direita, quando multiplicadas de acordo com a sequinte tabela:

¢) O conjunto das cadeias de 0’s e 1’s tal que o décimo caracter da direita para a esquerda € 1. Como este
AF se compara com aquele da questao 2.5(e)?

Solugao:

a) Procuramos definir um AFND que reconhega cadeias na forma w =...0XX ... XX0... em que X pode
valer 0 ou 1 e o comprimento da cadeia XX ... XX é multiplo de 4.

Para facilitar o raciocinio, vamos chamar a cadeia XX ... XX de “cadeia intermedidria”. Portanto,
estamos interessados em reconhecer cadeias que possuem cadeias intermedidrias de comprimento multiplo

de 4.
Uma primeira idéia de solugao seria o AFD da Figura 11.

Neste AFD, os estados {0}, {1}, {2} e {3} medem o comprimento da cadeia entre dois 0’s consecutivos.
Ou seja, se 0 AFD estd no estado {1} isto significa que o comprimento da cadeia intermedidria, naquele
instante, ao ser dividido por 4 deixa resto 1.

O estado {FIM?} é o estado de aceitagao.

Inicialmente, o AFD estd no estado {—} de onde sai quando encontra o primeiro 0. Em seguida, se
for encontrado o segundo 0, o AFD transita para o estado {FIM}. Este é o caso em que a cadeia
intermediaria é nula.

Figura 11 AFD que “tenta” resolver o Exercicio 2.8(a).

Outro modo do AFD transitar para {FIM} é passando pelos estados {1}, {2} e {3}. Ao retornar para o
estado {0} garante-se que o comprimento da cadeia intermedidria é miltiplo de 4. Neste instante, se for
encontrado o segundo 0, o AFD transita para {FIM} e reconhece a cadeia.

Este AFD, tal como proposto, reconhece as cadeias 00 e 011110. Porém, ele ndo reconhece a cadeia
01011110 que pertence a linguagem. Este erro acontece porque, ao ler o segundo 0, o AFD estd no
estado {2} e ndo no estado {0}. Para resolver este problema, fazemos uma pequena alteragdo no AFD
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da Figura 11 adicionando um nao-determinismo no estado {—}. Deste modo, sempre que surge um 0 na
cadeia, hd uma transigdo do estado {—} para o estado {0} e o raciocinio acima descrito para o AFD se
repete. Deste modo, cadeias como a 01011110 sao corretamente reconhecidas.

Figura 12 AFND que resolve o Exercicio 2.8(a).

b) Seja V(w) uma funcdo que retorna o valor da cadeia w € ¥* multiplicando cada um de seus caracteres
de acordo com a tabela dada no exercicio.

Por exemplo, se w = cbca entao:
V(w)=V(chbca) = ((cxb) x¢c)Xa=(cxc)xa=aXa=a (34)

Analogamente:
V(w') =V(ache) = ((a x ¢) xb) x c=(cxb) xc=cxc=a (35)

Portanto, a linguagem L pode definida como:
L={zeXV(z)=V(?)}
Nossa estratégia é criar um AFD M, que reconhece a linguagem:
L,={z € X" |V(z) =a}
Em seguida, criaremos um AFD MZ que reconhece a linguagem:
LE = {2z e ©*|V(2") = a}

Analogamente, criamos os AFD’s M;,,le%,Mc e M que reconhecem, respectivamente, as linguagens
Ly, L, L. e LY.

Como os possiveis valores de V(x) sdo apenas a, b e ¢ temos que:

L=(L,nLBYu(@ynLf)u(L.nLE) (36)

Se M reconhece L e M é um automata que reconhece (L; N L) para i € {a,b,c} entdo:
M = MU M UM (37)

Agora nos resta apenas, demonstrar como se pode construir M.
Construindo o AFD M,
Ma = (Qv Ea 5(17 qo, Fa) onde:

i) Q={-,A,B,C}.

i) ¥ = {a,b,c}.
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iii) &, é dada por:

‘ a b ¢
—- - |A B C
*x A|JA A C
B|C A B
C|B C A
iv) g ={-}
v) F, ={A}.

Figura 13 AFD M, do Exercicio 2.8(b).

Nota-se que ¢, ¢ um mimetismo da tabela de multiplicacdo dada. Por exemplo: na tabela de multiplicagao,
b X a = ¢ e, na funcao §,, saindo do estado B, ao ler um a, o AFD transita para C.

Assim, se a cadeia = é formada pelos caracteres x1xs . .. x, entao as transicoes do AFD M, acima definido
equivalem a ir multiplicando os valores x; de x de forma andloga ao que é feito pela fungdo V. A cada
caracter lido, o estado de M, indica o resultado parcial desta multiplicacao até que, quando é lido o
ultimo caracter x,,, chega-se ao estado igual ao valor de V(z). Compare, por exemplo, os resultados
intermediérios da equagdo 34 acima (¢ X b = ¢),(¢c X ¢ = a) e (a X a = a) com as transi¢oes de M, ao

processar cbea: {—},{C},{C},{A4},{4})

Como o estado de aceitagdo de M, é A, temos que este AFD ird aceitar apenas as cadeias z em que
Viz) =a.

Construindo os AFD’s M, e M,

De forma andloga, apenas mudando o estado de aceitagio para F, = {B} e F. = {C'}, respectivamente,

criamos os AFD’s M, = (Q, %, 0, q0, Fy) € M. = (Q,%, 0., qo, F) que reconhecem as cadeias em que
V(z) =be V(z) = ¢, respectivamente.

As fungoes de transicao dy e 0. sdo as mesmas de §, mostrada acima, com o mesmo estado inicial gg = {—}.
As tinicas diferencgas séo os estados de aceitacao F, = {B} e F. = {C'} ja citados.
Construindo o AFND M[

A partir do AFD M, que reconhece as cadeias  em que V(z) = a, podemos criar o AFND M =
(Q,%,85, ¢t ., F) que reconhece as cadeias z em que V(z) = a, fazendo as seguintes alteracdes em
M,:

i) Inverter todas as transigoes de M,. Por exemplo: em M, existe uma transi¢ao do estado {—} para o
estado {A} quando se 1é o caracter a. Portanto, em M} esta transicdo ocorrera do estado {A} para
o estado {—} quando se 1é o caracter a.

ii) Inverter os estados inicial e final. Portanto, F* = {—} e ¢ff, = {A}.
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Note-se que os estados de transicio @ e o alfabeto X sdo iguais nos autématos M, e ML,

No entanto,d? é dada por:

‘abc
* -0 0 0
—- A|A A C
B|C - B
c|/B C -

Figura 14 AFND MZ do Exercicio 2.8(b).

Construindo os AFND’s M e ME

A estratégia usada para obter M a partir de M, pode ser usada, mutatis mutandis, para obter le% a
partir de M, e M a partir de M.

Construindo o AFND M = M, N ME
Vamos construir M{' = (Q7, 3,07, ¢, F) a partir de M, = (Q, X, 84, qo, Fu) e ME = (Q,%, 68, ¢l ., FF).

Informalmente, M atua sobre um produto cartesiano dos estados de M, e MZF tomando apenas os
estados de M, N ML

Assim, definimos:

i) Q" = Q@ x Q. Para simplificar nossa notagao iremos escrever ¢y, = {qu, ¢} € Q".
i) ¥ = {a,b,c}.
iii) 7 é definida a partir de J, e 67, garantindo que M = M, N ME:

88 (quws W) = {Quy|de = 0a(qu, w) A gy € 65 (qy,w)} (38)

iv) g é o estado inicial de M. A partir de ¢f criamos duas transigoes e: uma para o estado inicial de
M, e outra para o estado inicial de ML.

v) F!' é o estado final de M'. Criamos duas transi¢oes e: uma do estado final de M, para F)' e outra
do estado final de MF para F.

Deste modo, ¢ é dada por:
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a b C €

- g 0 [} [ -A
*x FN 0 0 0 0
-A | AAJA- BABB CC ED
-B AC B- CB 0
-C | AB,AA BC C-,CA 0

- - 0 0 U 0
AA | AAJA- AAAB CcC 0
AB AC A- CB 0
AC | AB,AA AC C-,CA 0
A- 0 0 0 FI
BA | CA,C- AAAB BC 0
BB CC A- BB 0
BC | CB,CA AC B-BA
B- 0 0 0 0
CA | BAB- CACB AC 0
CB BC C- AB 0
CC | BB,BA ccC A-AA ()
C- 0 0 0 0

Construindo os AFND’s M{' = M, " M e M = M. N ME

A estratégia usada para obter M/ a partir de M, e M pode ser usada, mutatis mutandis, para obter
M a partir de M, e MF e M a partir de M. e M[.

Construindo o AFND M = MU M UM
Finalmente construimos o AFND M = (Qar, X, s, goas» Far) que reconhece L definindo:

M = MU M UM (39)
Criamos um estado inicial gg,,; para M a partir do qual hé transices € para os estados iniciais de M, M|}
e M.
Também criamos um estado final F'IM que recebe trés transigoes e vindas dos estados finais de M, M|}
e M.
Assim, temos:
1) Qum ={ah,|t € XA quw € Q x QY U{qop } U{FIM}.

ii) dps € definida a por: \
Sm(qonr,€) = 145,45, 45}

6m(q1twvx) = {qqfuz|qwz € 6?(quax) Vquv € Q? AVx € Z}

iil) Fay = {FIM,qop}- O estado inicial gg,, ¢ também um estado de aceitacao pois a cadeia nula é um
palindromo.

Vamos criar um AFND M que aceita a linguagem L:

L = {z € ¥"|x termina em ‘laaaaaaaaa’ onde a € X} (40)

Podemos usar o nao-determinismo para que M “adivinhe” que o caracter atualmente lido é o décimo da
direita para a esquerda de z. Ou seja, para cada caracter lido de x, M se desdobra em duas instancia,
cada uma percorrendo uma rota distinta:

i) Em uma destas rotas, o caracter lido é igual a 1 e é o décimo da direita para a esquerda. Por-
tanto, o AFND transita do estado inicial {—} para o estado {9}. Se o AFND “adivinhou” corre-
tamente, o AFND ira ler os préximos 9 caracteres 0 ou 1 transitando sucessivamente pelos estados
{8},{7},... {1} até chegar ao estado final {0} quando termina a leitura da cadeia x num estado de
aceitagao. Cada estado indica “quantos caracteres faltam até o fim da cadeia lida”.

26



ii) Na outra rota, o caracter lido é um caracter normal. Neste caso, o AFND continua no estado inicial

{=}

Figura 15 AFND M do Exercicio 2.8(c).

Se a decisdo inicial do AFND estiver errada entdo ha duas hipdteses:

a) H4 mais de 10 caracteres até o fim da cadeia. Neste caso o automata trava e, portanto, nao reconhece
a cadeia.

b) H4 menos de 10 caracteres até o fim da cadeia. Neste caso o automata nao atinge o estado final e,
portanto, nao reconhece a cadeia.

Porém, sempre que um caracter de x é lido, se este caracter for 1, haverd uma outra instancia do AFND
que ird transitar do estado inicial {—} para o estado {9}, tentando seguir a rota (i) acima descrita.

Portanto, num certo momento, M ird aceitar x sempre que x € L (pois neste caso o AFND terd percorrido
a rota (i) acima) e ird rejeitar  quando x ¢ L (pois neste caso o AFND continuard na rota (ii) ou, tendo
seguido a rota (i), ird parar em algum estado que nao é de aceitacao ou ird travar).

Note-se que este AFND tem menos estados e é muito mais facil de obter e entender do que o AFD da
questao 2.5(e).

Exercicio 2.9. Construa os DFA’s equivalentes aos NFA’s.

a) ({p,q,7,s},{0,1},61,p,8) onde &1 € dada por:

0 1

- Dp|pPq P
q| r T

r| s -

* s| s s

b) ({p,q,r s}, {0,1},92,p,{q,s}) onde d3 é dada por:

0 1

- Pl 4qSs q

* q| v qr

r| s P

* s | — D
Solugao:

a) Se M = (Q = {p,q,7,s},¥ = {0,1},0 = 01,90 = p, F = s) entdo o AFD correspondente é M’ =
(Qlazlvélqu}?F’)'
Sabemos que:
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0,1 0,1

A A
8000

Figura 16 AFND M do Exercicio 2.9(a).

= {[s, [psl, [gs], [rs], [pgs], [prs], [grs], [pars]}

Para obter ¢’ fazemos:

1) 6(p,0) = {p,q} = ([, 0) = {[p, ql}

2) o(p,1) = {p} = '([p. 1) = {[pl}

3) 0(p,0) = {p,q} N (g, 0) = {r} = &'([p,q], 0) = {[p. ql}

4) o(p,1) = {p}t né(q,1) = {r} = 0'([p.q]. 1) = {[p, ]}

5) 0(p,0) ={p,q} A (r,0) = {s} = &'([p,r],0) = {[p, q, 5]}

6) o(p,1) = {pt N d(r,1) =0 = d([p,r], 1) = {[p]}

7) 3(p.0) = {p,q} N (g, 0) = {r} Ad(s,0) = {s} = 0'([p, q,5],0) = {[p, ¢, 7 s]}

8) d(p,1) = {p} N d(g, 1) = {r} AN d(s,1) = {s} = &'([p, ¢, 8], 1) = {[p, 7, 5]}

9) 0(p,0) = {p,q} N (g, 0) = {r} A d(r,0) = {s} N d(s5,0) = {s} = §'([p,q, 7, 5],0) = {[p. ¢, 7, 5]}
10) 6(p,1) ={p} N d(g,; 1) ={r} A(r,1) =D A0(s,1) = {s} = &'([p.q, 7, 8], 1) = {[p, 7, 5]}
11) 6(p,0) = {p,q} N 6(r,0) = {s} A d(s,0) = {s} = &'([p, 7, 5],0) = {[p, q, ]}

12) 6(p,1) = {p} Ad(r,1) =0 A (s, 1) = {s} = &'([p,7, 5], 1) = {[p, 5]}
13) 6(p,0) = {p,q} A 6(s,0) = {s} = 0'([p, 5], 0) = {[p, ¢, s]}
14) 6(p,1) = {p} Nd(s,1) = {s} = &'([p, s]. 1) = {[p, s]}

Portanto, ¢’ é definida por:

0 1

— [p] [p,d] 1]
[p,d] [p, q] [, 7]

[p,7] [, q, 5] [p]
* [pa,s] | [psgris] [prs
* g8l | [p,g,r 8] [pr,s]
* sl | [pas] [psl
*  [p,s] [p,a,s]  [ps]

Os demais estados de Q' néo séo acessiveis a partir de g = [p].

b) Se M = (Q = {p,q,7,s},¥ = {0,1},6 = 1,90 = p, F = {q,s}) entdo o AFD correspondente é M’ =

(QI7 El76,7 q67F/)

Sabemos que:

i) Q =29 ={[0],[p).lal, [r], [s], [pal, [pr], [ps]. [ar], lgs], [rs], [par], [pas], [prs], [ars], [pars]}-
i) ¥ =¥
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Figura 18 AFND M do Exercicio 2.9(b).

iii) gy = [p]
iv) F" = {[q],[s], [pdl, lar], [gs], [rs], [par], [pgs], [prs], [qrs], [pgrs]}

Para obter ¢’ fazemos:

1) 4(p,0) = {g,5} = 0'([pl, 0) = {lg, sl}

2) 0(p,1) ={q} = ¢'([p], 1) = {la]}

3) 6(q,0) ={r} Ad(s,0) =0 = d([q,s],0) = {[r]}

4) 0(g,1) ={q,r} Né(s,1) = {p} = '([g, ], 1) = {[p, ¢, ]}

5) 6(q,0) = {r} = &'([q],0) = {[r]}

6) 0(g;1) ={g,r} = d'([q],1) = {[g, 7]}

7) 6(r,0) = {s} = 0'([r], 0) = {[s]}

8) 6(r,1) ={p} = o'([r],1) = {[p]}

9) 6(p,0) ={q,s} Nd(q,0) = {r} Ad(r,0) = {s} = §'([p, q,7],0) = {[g, 7, s]}
10) 0(p,1) = {q} A 6(g,1) = {q,r} NO(r,1) = {p} = &'([p, ¢, 7], 1) = {[p, ¢, 7]}
11) 6(q,0) = {r} A6(r,0) = {s} = '([g, 7], 0) = {[r, s]}

12) 6(q,1) ={q,r} N 6(r,1) ={p} = (g, ], 1) = {[p, ¢, 7]}

13) 6(s,0) =0 = 6'([s],0) = {[0]}

14) (s, 1) = {p} = ¢'([s],1) = {[p]}

15) 8(q,0) = {r} Ad(r,0) = {s} A d(5,0) =0 = §([q, 7, s],0) = {[r, s]}
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16) 6(q, 1) ={q,r} Né(r,1) = {p} Ad(s,1) = {p} = §'([¢;, 5], 1) = {[p, ¢, 7]}
17) 6(r,0) = {s} A8(s,0) = 0 = &([r, s],0) = {[s]}
18) 6(r,1) = {p} A d(s,1) = {p} = '([r, ], 1) = {[p]}
Portanto, ¢’ é definida por:
0 1
- [p] g, 5] [q]
* g [r] (g, 7]
[r] (] [p]
*x 8] [0] [p]
*  [gq,r] [r,s]  [p,q,7]
* g, 9] [r] [, q,7]
*x [ [s] [p]
* [p,q,r] | gyl [psgsr]
* g,rs] | 8] [pogr]
[0] [0] [0]

Os demais estados de ' néo sao acessiveis a partir de gy = [p].

Exercicio 2.10. Construa expressoes regqulares para cada uma das sequintes linguagens sobre o alfabeto
¥ ={0,1}. Justifique porque sua expressao regular é correta.

a) O conjunto de todas as cadeias com ndo mais do que um par de 0’s consecutivos e nao mais do que um
par de 1’s consecutivos.

b) O conjunto de todas as cadeias em que todo par de 0’s consecutivos aparece antes de qualquer par de 1’s
consecutivos.

¢) O conjunto de todas as cadeias que ndo contenham 101 como subcadeia.

d) O conjunto de todas as cadeias com igual nimero de 0’s e 1’s tal que nenhum prefizo tem dois ou mais
0’s que 1’s e nem dois ou mais 1’s que 0’s.

Solugao:

a) Vamos comegar com a cadeia nula, que pertence & linguagem, e ir completando a expressao regular.
Comentarios justificam cada passo.
i) Cadeia nula pertence a linguagem: e
ii) Podemos ter a cadeia nula ou um 0: (e + 0)

iii) A cadeia acima pode ser seguida por um nimero qualquer de 01’s. Deste modo, garantimos que néo
aparecerao 00’s nem 11’s: (e + 0)(10)*

iv) Agora vamos permitir que aparega no maximo um 00: (e + 0)(10)*(e + 0)

v) Em seguida, vamos deixar que ocorra um niimero qualquer de 01’s, garantindo que ndo haverd novos
00’s nem 11’s: (e + 0)(10)*(e + 0)(10)*.

vi) Agora vamos permitir que ocorra um 11 mas sem que este seja seguido por outro 00 ou outro 11:
(e +0)(10)*(e + 0)(10)*(e + 1)(10)*

vii) Finalmente, permitimos que a cadeia termine em 0 ou 1: (¢4 0)(10)*(e+0)(10)*(e +1)(10)*(e+1)
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A dltima expressao regular, acima, define cadeias nas quais o 00 ocorre antes do 11. Usando um raciocinio
simétrico, definimos esta expressao regular na qual o 11 ocorre antes do 00: (e + 0)(10)*(e +1)(10)*(e +
0)(10)*(e + 0)

Queremos ter até um 00 e até um 11 em qualquer posicao relativa um ao outro. Portanto, a expressao
regular procurada é a soma das duas ultimas expressoes regulares mostradas acima:

(e+0)(10)*(e +0)(10)" (e +1)(10)*(e + 1) + (e + 0)(10)* (e + 1)(10)" (e + 0)(10)*(e 4+ 0)

b) A expressdo (0 + 10)* gera cadeias em que 11 ndo aparece e 00 pode eventualmente aparecer.
Analogamente, (1 + 01)* gera cadeias em que 00 ndo aparece e 11 pode eventualmente aparecer.

Para garantir que 11 apareca sempre apds 00, basta concatenar as duas expressoes acima;

(0 +10)*(1 4 01)*

¢) Vamos comegar com a cadeia nula, que pertence a linguagem, e ir completando a expressio regular até
obter a expressao mais genérica. Comentarios justificam cada passo.

i) Cadeia nula pertence a linguagem: €

ii) Podemos ter a cadeia nula ou um 0: (e + 0)

iii) Na verdade, podemos ter a cadeia nula ou um nimero qualquer de 0’s: 0*

iv) A cadeia acima pode ser seguida por um numero qualquer de 1’s: 0*1*

v) Estes 1’s podem ser seguidos por um nimero par de 0’s: 0*(1 + 00)*

vi) Finalmente, a cadeia pode ser terminada por um niimero qualquer de 0’s:

D — — T

0*(1 + 00)*0*

d) Vamos comecgar com a cadeia nula, que pertence & linguagem, e ir completando a expressdo regular até
obter a expressao mais genérica. Comentarios justificam cada passo.

i) Cadeia nula pertence a linguagem:

ii) Para manter o mesmo numero de 0’s e 1’s podemos ter a cadeia nula ou vdrias insténcias de 01’s:
(01)

iii) Na cadeia acima, cada prefixo tem no méximo um 0 a mais que o nimero de 1’s. Falta incluir os
prefixos que tém no maximo um 1 a mais que o nimero de 0’s:

(01 +10)*

Exercicio 2.11. Descreva, em portugués, os conjuntos definidos pelas sequintes expressoes requlares.

a) (114 0)*(00 + 1)*
b) (1+ 01+ 001)*(e + 0 + 00)
¢) [00 + 11 + (01 + 10)(00 + 11)*(01 + 10)]*

Solugao:

a) Conjunto de cadeias bindrias que contém um nimero par de 1’s seguido por um ndmero par de 0’s.
Consideramos que trés zeros seguidos podem ser interpetados como duas cadeias 00 seguidas.

31



b) Conjunto de cadeias bindrias que contém nao mais do que 2 zeros consecutivos.

c¢) Conjunto de cadeias bindrias de comprimento par, em cujos prefixos o nimero de zeros nao difere mais
do que uma unidade do nimero de uns.

Exercicio 2.12. Construa o autémata finito equivalente as sequintes expressoes regulares.
a) 10+ (0 +11)0*1

b) 01[((10)* +111)* + 0]*1

¢) (0+1)(0+1))"+((0+1)(0+1)(0+1))*

Solugao:

A solugao esté nas figuras 19 a 21.

Figura 20 AFND do Exercicio 2.12(b).
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Figura 21 AFND do Exercicio 2.12(c).
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Exercicio 2.13. Construa as expressoes requlares para os diagramas de estado da Figura 22.

9

./ .\.
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Figura 22 Diagrama de transi¢ao para o Exercicio 2.13.

Solugao:
Inicialmente, criamos uma copia do automato para cada estado final.

Em seguida, criamos dois estados g; € ¢ que substituem os estados inicial do AFD. De g¢; sai uma transicao
€ para o antigo estado inicial e em ¢y chegam transicoes e do(s) antigo(s) estado(s) final(is).

Em seguida, vamos removendo os estados e substituindo as transi¢oes por expressoes regulares equivalentes
até que a expressao regular final surge no arco entre ¢; e ¢;.

Alguns passos estao detalhados nas figuras 23 a 27.

a) A expressdo regular da Figura 22 (a) é:

0* + (11*(01)*00)*

b) A expressao regular da Figura 22 (b) é:

(11)*0(10)" + (00)*1(01)"

7 .
=0

Figura 23 Passo 1 do ex. 2.12(a): Inclusao dos estados ¢; € ¢;.
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Figura 24 Passo 2 do ex. 2.12(a): Remocao do Estado C.

0*+(11*(01)*00)*

Figura 25 Passo 3 do ex. 2.12(a): Remogao do Estado B.

Figura 26 Passo 1 do ex. 2.12(b): Uma cépia para cada estado final mais inclusao dos estados ¢; e ¢ .
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Figura 27 Passo 2 do ex. 2.12(b): Remocao dos estados Bl e C2.
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Exercicio 2.14. Use as idéias da prova do teorema 2.4 do Hopcroft' para construir algoritmos para os
sequintes problemas:

a) Encontre o caminho de custo minimo entre dois vértices em um grafo direcionado onde cada vértice é
associado a um custo nao negativo.

b) Determine o nimero de cadeias de comprimento n aceito por um automata finito.

Solugao:

Nas condigoes do teorema 2.4, temos um automata finito M de n estados definido como M =
({Q17q2a"'7Qn}a2767q17F)

O teorema mostra que, para todo {i,j,k} C Ncom i <n, j <nek<n, temos:
i) Rfj ¢ o conjunto de todas as cadeias x que levam M do estado g; para o estado g; tal que, se numerarmos

os estados q1,qo, . .. g, como 1,2, ...n, respectivamente, nenhum dos estados intermediarios tem nimero
maior que k.

ii) O valor de Rfj ¢ definido recursivamente por:

Rf; = Ry U RS (R )Ry (41)
R {ald(gi,a) = g;} sei 7] (42)
I {alé(gi,a) = q;}U{e} sei=j

a) Mantemos as definigbes de M, 1,5 e k tal como definidos acima.
Definimos Cj; como o custo associado ao arco que liga os estados g; e g;.
Como os custos sao nao negativos temos que Cj; > 0 para todo 7, j.
Mais formalmente:
custo do arco i — j se i # jAd(g,a) =q; #0
C(i,j) = { o0 sei#jN(g,a)=0 (43)
0 sei =]

Para o calculo do custo minimo, redefinimos Rfj com k <n,i<nej<n, recursivamente como:
ko s k—1 pk—1 k—1
R = min(R;7, Ry~ + Ry) (44)

RY, = C(i, j) (45)

Demonstragao. Vamos provar, por indugao em k, que a definicao acima define o custo minimo para
todo k < n.
Base: Considerando k = 0.

Pela definigdo do Teorema 2.4 (ver item (i) acima) e pela eq. 45, R?j mede o custo entre os nés g; e g;
tal que os caminhos intermedidrios tenham numeracao igual a 0. Como os estados estao numerados de 1
a n, temos que nao héa estados com numeracao menor que 1. Portanto, R?j mede o custo entre os nds g;
e ¢; considerando a ligagao “direta” (sem estados intermedidrios) entre eles.

Temos que considerar 3 casos:

ITHOPCROFT, John E. & ULLMAN, Jeffrey D., Introduction to Automata Theory, Languages and Computation., 2nd.
ed.,1979, ISBN 0-201-02988-X Pag. 33

37



1) i = j: Neste caso o custo de ir para o mesmo estado em que se estd é zero. Pela eq. 43, i = j =
C(i,j) = 0. Portanto, pela eq. 45, R% =C(i,j) =0.

2) i # j e hd uma conex@o entre ¢; e g;: Neste caso o custo de ir de ¢; para ¢; é C(i,j). E, de fato, pela
eq. 45, R); = C(i, ).

3) 7 # j e ndo hd uma conexao entre g; e g;: Neste caso o custo de ir de ¢; para g; é indefinido. Como
estamos buscando o custo minimo, podemos considera-lo infinito. E, de fato, pela eq. 43 temos que
C(i,7) = oo e, portanto, pela eq. 45, R?j =

Portanto, as equacoes de custo valem para k = 0.

Hipotese Indutiva: Considerando que as equagoes valem para k — 1 vamos mostrar que valem para k.

De fato, se as equagbes valem para k — 1 entao Rf{l contém o comprimento minimo entre ¢; e g;
considerando como estados intermediarios aqueles de numeragao menor ou igual a k — 1.

Pela mesma hipdtese, estdao definidos os custos minimos, considerando estados intermedidrios de nu-
meragao menor ou igual a k — 1:

i) RE-! que é o custo de g; até g.

.. k—1 , .

ii) Rkj que é o custo de g até g;.

Para obter Rfj, que é o custo de g; para g; passando por estados intermedidrios de numeracao menor ou
igual a k, temos dois caminhos:

1) Ir de ¢; para g; passando pelos estados de numeracao menor ou igual a k — 1 o que resulta em Rf{l

2) Ir de ¢; até g gastando Rfk_l e depois ir de g, até g; gastando R,]:j_l. Neste caso, a distancia é
REN+ R

Na definicao de Rf'j, a fun¢do min considera o menor valor dentre os listados nos itens (1) e (2) acima.
Portanto, garantimos obter o caminho de menor custo.

Portanto, pelo Principio da Indugao Finita, as equacoes 43 a 45 valem para todo k € N tal que k <n. O

A resolugao é semelhante & do item (a) acima.

Seja (Rfj)m o numero de caminhos do estado ¢ para o estado 7, de comprimento m, tal que, nos caminhos
intermediarios, nao haja nenhum estado com numeragao maior que k.

Por inducao em k, mostramos que é possivel calcular m para quaisquer ¢, j e para m < n.

O numero de cadeias de comprimento n aceito pelo automata finito é dado por n = 2;21 gzl(Rg)m

onde 1 é o estado inicial, j é um estado de aceitacao e n, é o nimero de estados de aceitagao.

Exercicio 2.15. Construa um AFND equivalente a um 2AFD ({qo,...,q4},{0,1},8,q0,{q2}) em que 6 é

dado por:
0 1
q | (q0,R) (q1,R)
a1 | (@1, R) (g2, R)
¢ | (¢2,R) (g3,L)
q3 | (@a,L) (q3,L)
q | (qo,R) (qu,L)
Solugao:

Inicialmente, desenhamos o 2AFD obtendo a Figura 28. Em seguida, obtivemos o AFND equivalente de

aco

rdo com as consideracoes abaixo.
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Figura 28 2AFD do Exercicio 2.15.

Seja M o 2AFD da Figura 28.
Seja w € L(M) uma certa cadeia reconhecida por M.

Como o 2AFD é bi-direcional, pode acontecer que, ao aceitar w este automato passe varias vezes sobre
um certo trecho ¢ de w. Isto é, M estd num certo estado ¢; quando comega a ler ¢ e vai para um estado
q; = 6(qi,t) apos ter lido t. Mais adiante, pode ser que M retorne ao inicio de ¢, porém agora num estado

€ vé para o estado gn = 0(qx, t).

Ou seja, M pode ler t vérias vezes. Em cada vez, M inicia a leitura num certo estado (¢; e gr em nosso
exemplo) e vai para um outro estado (g; e ¢, em nosso exemplo).

Seja M’ um AFND equivalente a M.

Como M’ é unidirecional, a leitura do trecho ¢ tem que ser feita uma tinica vez. Portanto, para manter a
equivaléncia, M’ tem que chegar no inicio de ¢ estando simultaneamente nos estados ¢; e q;. Deste modo,
uma instancia de M’ ird chegar em ¢; e a outra instancia chegard em g¢p,.

Impossibilitado de ler ¢ vérias vezes, M’ utiliza transicoes € para, ao comecar ler ¢, estar em todos os estados
que alcancaria lendo t vérias vezes.

Analisando a Figura 28, notamos que as transicoes entre os estados qg, g1 € g2 sao feitas lendo a cadeia de
entrada da esquerda para a direita. Portanto, o AFND equivalente terda exatamente as mesmas transigoes.
Para facilitar, repetimos até mesmo o nome dos estados.

Quando M estd em ¢ e 1&€ 1 na cadeia de entrada, ele transita para g3 e comeca a ler a cadeia da direita
para a esquerda. A unica forma de, saindo do estado g9, transitar por ¢3 e g4 voltando novamente ao estado
qo é, lendo da direita para esquerda, encontrar caracteres na forma xz = 11*01*0.

Para reproduzir este comportamento, M’, que s6 pode ler da esquerda para a direita, tem que seguir duas
instancias diferentes a partir de gq:

i) M’ vai pelo caminho qg, g1 € ¢2 lendo cadeias na forma y = 0*10*10*

ii) M’ vai pelo caminho g4, g3 e g2 lendo cadeias na forma z® = 01*01*1

Para simular este comportamento, criamos um novo estado inicial sy com transicoes € para as alternativas
acima, originando o NFA da Figura 29.
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Figura 29 NFA do Exercicio 2.15.
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Exercicio 2.24. Encontre as maquinas de Mealy e de Moore para os sequintes processos:

a) Para entradas de (0 + 1)*, se a entrada termina em 101, imprima A; se termina em 110, imprima B e
nos demais casos imprima C.

b) Para entradas de (0414 2)*, imprima o residuo mddulo 5 da entrada tratada como um nimero terndrio
(base 3 com digitos 0,1 e 2).

Solugao:

a) Ver Figuras 30 e 31.

Figura 31 Méquina de Mealy do Exercicio 2.24(a).

b) Seja z uma cadeia de entrada das maquinas. Seja n = |z|.
Entao z é da forma © = dids...d,_1d, onde d; € ¥ = {0,1,2} e o valor decimal de x é dado pela
expressao V(z) = Y p_, dp3" ",
Por exemplo, se z = 211 entdo V(z) =2 x 32 +1 x 3! +1 x 3°.

O resto da divisao de V(x) por 5 é um nimero natural r tal que 0 < r < 4.
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No inicio, a maquina nao leu nenhum caracter de = e temos r9 = 0. A medida que vamos lendo o i-ésimo
digito de = (que chamamos de d;), temos que, para 1 < i < n:

Ty = (7"1',1 X 3+ dl) mod 5 (46)

Usando este resultado, construimos as maquinas Moore e Mealy das Figuras 30 e 31 onde o nome do
estado é o valor do residuo.

Figura 33 M4dquina de Mealy do Exercicio 2.24(b).

Exercicio 3.1. Quais dentre as sequintes linquagens sao requlares? Prove sua resposta.
a) {0%"|n > 1}

b) {0m1"0™ T m > 1 An > 1}

¢) {0"|n € primo}

d) O conjunto de todas as cadeias que nao tém trés 0’s consecutivos.
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e) O conjunto de todas as cadeias com igual nimero de 0’s e 1’s.

f) {zlx € (0+ 1)* Ax = 2B} onde 2T € a cadeia z escrita de trds para frente. Exemplo: (011)% = 110.

g) {zwzf|z,we (0+1)"}.

h) {zzfw|z,w e (0+1)*}.

Solucgao:

2)

b)

A linguagem L = {0?"|n > 1} aceita cadeias com ntimero par de zeros, mas nao aceita a cadeia nula.
Portanto, L equivale & expressdo regular (00)(00)*. Logo, L é regular.

Se L = {0™1"0™*"|m > 1 An > 1} entdao L é nao regular

Demonstragao. Pelo teorema de Myhill-Nerode.
Considere as classes [0%] e [07] com {i,j} C Nei# j.
Se i = m + n entao L distingue [0?] de [07] pois 0™170° € L e 0™1"07 ¢ L.

Como 7 e j sao genéricos, existem infinitas classes de equivaléncia distintas entre si. Portanto, pelo
teorema de Myhill-Nerode, L nao é regular. O

A linguagem L = {0"|n é primo} nao ¢ regular.

Demonstragao. Por contradicao.

Se, por absurdo, L é regular, entdo L é aceita por um AFD M. Seja s o nimero de estados de M.
Considere um nimero primo n > s. Note que = 0™ € L e que |z| = n > s. Portanto, nas condigdes do
Lema do Bombeamento, podemos escrever = = uvw com |v| > 0 e [vw| < s tal que y = wv*w € L para
todo k € N.

Seja i = |u| + |w| e j = |[v]. Se y = wwPw € L entdo y = 0'T% € L. Logo, pela definicio de L, i + kj é
primo.

Sek=0entao i+ kj =i+ 0 x j =1 é primo.

Sek=ientdoi+kj=1i+1ixj=1i(l+j) é primo.

Mas i(1 4 7) ndo pode ser primo pois, como j = |v| > 1 entdo (1 + j) > 1 e, portanto, ¢(1 + j) é multiplo
de i, que é primo. Um nimero nao pode ser, a0 mesmo tempo, primo e multiplo de um nimero primo.

Devido a esta contradicao, L nao é regular. O

Se L é o conjunto de todas as cadeias que nao tém trés 0’s consecutivos, entao L é equivalente a expressao
regular (1 + 01 + 001)*(e + 0 + 00). Portanto, L é regular.

Se L é o conjunto de todas as cadeias com igual nimero de 0’s e 1’s entao L nao é regular.

Demonstragao. Por contradicgao.
Se, por absurdo, L é regular, entdo L é aceita por um AFD M. Seja s o nimero de estados de M.

Se L reconhece todas as cadeias binarias com igual nimero de 0’s e 1’s entao, em particular, L reconhece
cadeias na forma 0™1" para todo n € N.

Logo, se © = 0P1P com p = s, entao x € L.

Como |z| = 2p > s, podemos aplicar o Lema do Bombeamento fazendo « = wvw com |v| > 0 e |uv| < s
tal que y = uv*w € L para todo k € N.

Mas, se |uv| < s e p = s, entéo |uv| < p.

Se x = 0P1P, = wow e |uv| < p entdo uwv é formada apenas por caracteres 0. Logo, as cadeias u e v sdo
formada apenas por caracteres 0.
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Mas se v é formada apenas por caracteres 0 e y = uv*w entdo y possui mais caracteres 0’s do que 1’s
para qualquer k > 1. Logo y ¢ L, o que é uma contradi¢do com o Lema do Bombeamento.
Devido a esta contradi¢ao, L nao é regular.

O
Se L = {z|r € (0+1)* Az = 2} onde z é a cadeia x escrita de tras para frente, entdo L é ndo regular.

Demonstragao. Por contradicao.
Se, por absurdo, L é regular. Entao L é aceita por um AFD M. Seja s o nimero de estados de M.
Considere a cadeia z = 0°10°. Por defini¢ao, z € L.

Como, |z| > s podemos usar o Lema do Bombeamento, fazendo z = uvw com |v| > 0 e |uv| < s tal que
y = wv*w € L para todo k € N.

Sem perda de generalidade, fazemos:

i) u=0"para0<r<s
i) v=0"tal que r + k = s

Portanto, temos w = 10°.
Se k = 2 entdo y = wo*w = wv?w = 0702%10° = 07*+2k10°.

Porém, como r + k = s temos que r + 2k > s e, portanto:

i) Se |y| é par, entao o lado esquerdo de y tem mais zeros que o lado direito.

ii) Se |y| é {mpar, entdo o lado direito de y contém o digito 1 e o lado esquerdo néo contém.

Logo, y ¢ L o que é uma contradigdo com o Lema do Bombeamento.

Devido a esta contradi¢ao, L nao é regular. O

A linguagem L = {zwzf|z,w € (0 + 1)*} é regular. Como z e w podem ser cadeias quaisquer, esta
linguagem representa as cadeias bindrias que comegam e terminam com o mesmo caracter, a qual é
equivalente & expressao regular 0(0 + 1)*0 4+ 1(0 + 1)*1.

Se L = {xzRw|x,w € (0+ 1)*}, entdo L nao é regular.

Demonstragao. Por contradicao.
Vamos usar uma extensao do Lema do Bombeamento provada no exercicio 3.2 logo abaixo.
Se, por absurdo, L é regular entdo L é aceita por um AFD M. Seja n o niimero de estados de M.

By com = 010"1 e w = e. Portanto, a € L.

Seja o = zx
Fazemos o = 010™"110™10 = 212923 com 21 = 01, zo = 0" e, portanto, z3 = 110™10.

Fazemos zo = 0" = wvw com |v| > 0 e |uv| < n, atendendo as condigbes da extensdo do Lema do
Bombeamento.

Portanto, pela extensiao do Lema do Bombeamento, para todo k > 0 e y = uwv*w devemos ter 3 = zyz3 €
L.

Se k = 2 entdo y = uwv?w. Portanto, 8 = z,yz3 = 010"+1*1110"10.
Mas se 3 € L entdao 3 = ppfq com {p,q} C (0 + 1)*.

Porém, existem apenas duas ocorréncias da cadeia 010 em [(3: uma vez no prefixo e outra no sufixo.
Considerando ¢ = € temos que o prefixo de p tem que ser 010 e o sufixo de p® tem que ser 010.

Em outras palavras, temos 8 = z1yz3 = 010"+1*1110710 = pp*. Porém isso é impossivel pois |[v| > 0 e,
portanto, n + |v| # n.

Logo:
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i) Se |f| é par, o lado esquerdo de f3 fica com |v| zeros a mais que o lado direito.

ii) Se |B] é impar, o lado esquerdo de 3 fica com menos um digito 1 que o lado direito.

Portanto, 8 ¢ L o que é uma contradi¢ao com a extensao do Lema do Bombeamento.

Devido a esta contradicao, L nao é regular. O

Exercicio 3.2. Prove a seqguinte extensao do Lema do Bombeamento para linguagens regulares. Seja L uma
linguagem reqular. Entdo existe uma constante n tal que, para cada 21, 22,23, COM 212223 € Lelzl=n, 2
pode ser escrito como za = uvw tal que |v| > 1 e, para cada i > 0, zyuv*wzs € L.

Solugao:

Demonstragao. Por construgao.
Se L é regular entdao L é aceita por um AFD M = (Q, %, 6, qo, F).
Sejan = |Q] e é a funcao de transicao extendida de M.

Seja x € ¥* tal que:

a) € L.
b) |z| > n.

C) T = 212923 com |za| > n.

Sex € L ex=z12923 entdo 212923 € L.
Se 212923 € L entdo 5((]0,212223) cF.

Logo, existem estados {¢1,q2,¢3} C @ tais que:

i) q1 = 0(go, 21)-

((h, 22)-

—
=
S~—
Q
N
I
=

iii) ¢q3 = S(qg,zg) eqs € F.

Mas, por construgdo, |zz| > n. Ou seja, o nimero de caracteres de zo é maior que o nimero de estados de
M. Portanto, para que M vé do estado g; para o estado ga processando 2 (tal como descrito no item (ii)
acima), M tem que passar por mais de uma vez em pelo menos um de seus estados. Trata-se do mesmo
argumento do “Principio da Casa dos Pombos” visto na prova do Lema do Bombeamento.

Seja g, € @ este estado pelo qual M tem que passar duas ou mais vezes enquanto processa a cadeia zp
transitando de g1 para go.

O Lema do Bombeamento garante que existe uma cadeia v, formada pelos caracteres de zo lidos durante a
primeira e a segunda passagem de M por g, tal que zo = uvw com |v| > 0 e |uv| < n.

Seja z; = uv'w para qualquer i € N.
Tendo em vista que v é um ciclo, temos que 5((]17 z;) = qo para qualquer i € N.

Portanto, pelas condigoes (i) a (iii) acima, as cadeias da forma z;uv‘wzs fardo M transitar de g para g, ao

ler z1; de ¢ para gs, ao ler uv'w e de ¢ para gz, ao ler z3.

Como g3 é um estado de aceitacdo, M ird aceitar zjuviwzs. 0
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Exercicio 3.3. Use o Exercicio 3.2 para provar que L = {01™2™|i > 1,m > 1} ndo ¢ regular.
Solugao:

Demonstragao. Por contradigao.
Se, por absurdo, L é regular entao L é aceita por um AFD M. Seja n o nimero de estados de M.
Seja o = 0"1™2" = 212923 com z; = 0™, zo = 1™ e, portanto, z3 = 2". Pela defini¢ao de L, temos que o € L.

Fazemos zo = 1™ = wow com |v| > 0 e |uv| < n, atendendo as condigoes da extensdo do Lema do Bombea-
mento.

Portanto, pela extensio do Lema do Bombeamento, para todo k > 0 e y = uwv*w devemos ter 3 = z1yz3 € L.

Como v é uma subcadeia de z5 a qual é uma cadeia formada apenas por 1’s, temos que v é formado apenas
por 1’s.

Se k = 2 entdo y = uv?w. Portanto, § = z1yzz = "1+ vI2n,

Porém, como |v| > 0 temos que n + |v| # n e, portanto, 8 ¢ L, o que é uma contradigdo com a extensdo do
Lema do Bombeamento.

Devido a esta contradigao, L nao é regular. O

Exercicio 3.4. Seja L uma linguagem regular. Quais dos conjuntos sequintes é também regqular? Justifique
suas respostas.

a) {ajagas - asn_1larasas - - as, € L}

b) {azaiaqas - - - aspasn—1laras - - as, € L}

¢) CYCLE(L) = {z122|x2x1 € Lpara cadeias x1 e x2}

d) MAX(L) = {z € L|para nenhum y, exceto e,xy € L}

e) MIN(L) = {z € Linenhum prefizo préprio de z € L}

f) INIT(L) = {z|para algum yzy € L}

g) L® = {z]z® € L}

h) {z|zz® € L}

Solugao:

a) Se L é uma linguagem regular entao L' = {ajaza3 - - asp—_1|a1azas - - - asn, € L} é regular também.

Demonstragao. Por construcao.
Se L é regular entao L é aceita por um AFD M = (Q, X, 4, qo, F).
Vamos construir, a partir de M, o AFD M’ = (Q', %', ¢, ¢{, F') que aceita L’.

Se ajasas - - - as, € L entao existe um estado p € @ tal que:

i) 0(qo,ar1a2a3---agn_1) =pe
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ll) 6(p, a2n) eF
Para reconhecer L’ basta criar um AFD M’ igual a M com as seguintes alteracoes:

a) Os estados de aceitacdo de M tornam-se estados comuns.
b) Os estados que apontam para estados de aceitacdo em M (tal como o estado p acima definido) tornam-
se estados de aceitacao em M’.

Se L’ é aceita por um AFD, entao L’ é regular. O
Se L é uma linguagem regular entdo L' = {asaiaqsas - - - agnaon—1laias - - - ag, € L} é regular também.

Demonstragao. Por construgao.
Se L é regular entao L é aceita por um AFD M = (Q, %, 0, qo, F).
Vamos construir, a partir de M, o AFD M’ = (Q', %', ¢, q(, F') que aceita L’.

Para cada par a;_1a; lido por M, o AFD M’ deve ler a;a;_1. Por exemplo, quando M’ 1& asai, M 1é
aias.

Ou seja, M’ 1& a cadeia de entrada aos pares. Primeiro 1é o caracter a; e o armazena em um de seus
estados finitos. Em seguida, ao ler a;_1, M’ se comporta como M processando a;_1a;.

Assim, temos:

i) Q' =QUQ X X pois M’ tem que armazenar em seus estados o primeiro caracter do par lido.
i) ¥ =%.
iii) ¢’(q,a) = [g,a] quando a € ¥ é o primeiro caracter do par a;a;—1 e §([q,al,b) = S(q,ba) quando
b € ¥ é o segundo caracter do par a;a;_1.
iv) q) = qo-
v) FF=F

Da forma como foi definido acima, M’ aceita L’. Ou seja:

5’((1, a2a1a403 . . . G;Q;—1) = 5(q7 a102a304 . . . Gi—10;) (47)

Demonstragao. Por inducao em i € N|i é par.

Caso base: Se i = 0 entao entao a cadeia lida é e. De fato,
0'(q:€) = 6(g,€) = ¢

Hipdtese Indutiva: Supondo que a equagao 47 vale para todo j < ¢, temos que existe um estado p € @
tal que: . .
8 (q,aza1a4a3 .. .a;_sa;_3) = 0(q,a1aza3ay ... a;_3a;_2) =p

Portanto:
N N
0'(q,a2a1a4a3 . . . a;—2a;_3a;a,—1) = 6 (p, a;a;—1)

Pela forma como M’ foi construido, este AFD estd no estado [p,a;] apés ter lido o caracter a; partindo
do estado p: A X
5/(]?, a;a;_1) = 5/([13, ail,a;-1)

Também por construcao, M’ se comporta como M quando, estado estando no estado [p,a;] ele 1é o
caracter a;_1:

8" ([p, ail, ai1) = 6(p, ai_1as)

Mas, por definicao de b ede p: . .
d(p,ai—1a;) = 0(q,a1az ... a;_1a;)
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Logo, se L’ é aceita por um AFD entao L’ é regular.

Se L é regular entdao CYCLE(L) = {z1x2|xo21 € Lpara cadeias z7 e xo} também é regular.

Demonstragao. Por construgao.

Se L é regular entao L é aceita por um AFD M = (Q, X, 4, qo, F).

Seja Q = {q1,492,...,qn}. Portanto, n = |Q|.

Se w € L entao, por defini¢ao, existem x1, x5 € X* tal que w = xox7.

Se L aceita w entdo existem estados ¢, qs € @Q tal que S(qo,xz) =g, e 5(%«,1’1) = qs com q5 € F.

Queremos construir um AFND M, = (Q., X, d, ¢§, F.) que reconhega CYCLE(L) = {zj22]xex1 € L}
usando apenas o que ja conhecemos de M.

Portanto, se M reconhece w = x2x1 queremos que M, reconheca w. = x1xs.

Para que M. reconhega w, = 12, M, tem que processar primeiro a cadeia 1. Sabemos que 0(g,, 1) = gs
mas nao sabemos qual dos n estados é g,..

Assim, criamos um AFND M’ = (Q', %, ¢, ¢{, F') que é uma cépia de M com algumas alteragoes:

(a) @' =QUqa-

(b) CIO = Qa

(c) F

(d) Para todo a € ¥ e para todo ¢;Q’:

6l(qz',a): {Q se QZ:th

d(gi,a) caso contririo

Ou seja, o AFND M’ é uma cépia do AFD M com a adi¢ao de um novo estado inicial g, do qual saem
transigoes € para os demais n estados de M’.

Deste modo, quando M’ recebe o primeiro caracter da cadeia x1, as transicoes € enviam este caracter para
todos os n estados ¢i1,qz, ..., ¢,. Um deles € ¢,. Por construgao, ¢’ tem igual & 0 e, como j4 mostramos
que 6(qr, 1) = gs, temos 5/(%’1’1) =d(s-

Portanto, ao término do processamento de z1, certamente uma das instancias de M’ estard em gs.

Ap0s processar 1 temos que processar ro. Sabemos que S(qo, Z2) = ¢p.

Portanto, criamos um AFND M" = (Q",X%,4"”, 4}, F"") que também é uma cépia de M.

Além disso, adicionamos transigoes € ligando todos os estados de M’ para ¢j. Ou seja, ligamos por
transigoes € todos os estados de M’ com o estado inicial de M”. Deste modo, quando M’ concluir o
processamento de x; estaremos em g de M".

Como M" é uma cépia de M, temos que 5”(q0,x2) =gq, € F".
Ou seja, ao processarmos xo estaremos em um estado de aceitagao, reconhecendo x5 conforme desejado.

Assim, criamos o autémata M, tal que:
M,=M uM"

Por construgao, CYCLE(L) é reconhecida pelo automata M, e, portanto, CYCLE(L) é regular.

Se L é regular, entdo MAX(L) = {x € L|para nenhum y, exceto e,xy € L} é regular.

Mais formalmente, podemos definir MAX(L) como:

MAX(L)={z € L| Aye Xt Axy € L}
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Demonstracgao. Por construgao.
Se L é regular entdao L é aceita por um AFD M = (Q, X, 4, qo, F).

Definicao: Estado Vivo. Dizemos que um estado s, € @ é um estado vivo quando, para pelo menos
uma cadeia w € X1 temos d(s,,, w) € F.

Seja V C @ o conjunto dos estados vivos de M.

Construimos M’ = (@,%,6,q0, F — V). Ou seja,M’ é uma cépia de M com os estados de aceitacdo
alterados de F' para F' — V.

Vamos provar que M’ reconhece MAX(L) ou, mais formalmente:

r € MAX(L) < z € L(M') (48)

Ida: x € MAX(L) = z € L(M’).
Se © € MAX(L) entao, pela definicio de MAX(L):
i) ze L.
ii) Vy e Xt 2y ¢ L.
De (i) temos que 6(qo, ) = g5 € F.
De (ii) e da definicao de V sabemos que gy ¢ V.
Logo: qf € F —V e F —V contém os estados de aceitacao de M’'. Portanto, x € L(M’).
Volta: z € L(M') = « € MAX(L).
Se z € L(M') entao:

i) 0(qo,x) = qr € F, pela definicdo de M’.
ii) 5(q0,x) =gy ¢V, pela definicdo de V.
De (i)
De (ii) temos que 8(3(qo, x),y) ¢ F para todo y € £+,
Logo: Ay € ¥T Azy € L. Portanto, v € MAX(L). O

temos que x € L.

Inicialmente vamos recordar algumas definigoes.
Sejam x,y,z € ¥*.

Definigao: Prefixo. Dizemos que uma cadeia y é um prefizo de outra cadeia x se existe uma cadeia z
para a qual x = yz.

Definigao: Prefixo Préprio. Dizemos que que y é um prefizo proprio de x se y é um prefixo de x, e
y # x (ou seja, |z| > 0).

Se L é regular, entdao MIN(L) = {« € L|nenhum prefixo préprio de x € L} é regular.

Demonstragao. Por construgao.
Se L é regular entao L é aceita por um AFD M = (Q, X, 4, qo, F).

Se x = yz € L tal que y € L entdo, por definicdo, y € MIN(L) e z ¢ MIN(L) pois = possui um prefixo
préprio em L.

Quando M reconhece x, o automata transita de gg por estados nao finais até chegar a um estado final,
reconhecendo y. Em seguida, como |z| > 0, M tem que sair do estado final em que se encontra para
transitar por outros estados até chegar a um estado final que reconhece x = yz.

Logo, para manter a propriedade de reconhecer y e remover a propriedade de reconhecer x, basta remover
todos os arcos de M que saem de estados de aceitacao g € F.

Assim, construimos M’ = (Q U {q,},%,d",q0, F — V) com:
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(a) qu ¢ @ é um estado armadilha. Uma vez que se chega neste estado, nao é possivel sair dele nao
importa o caracter lido na cadeia de entrada.

(b) ¢’ é idéntica & ¢ exceto que ¢'(¢q,a) = q,, para todo g € FU{q,} ea € X.
Vamos provar que M’ reconhece MIN(L) ou, mais formalmente:

x € MIN(L) < z € L(M) (49)

Ida: z € MIN(L) = = € L(M").
Se x € MIN(L) entao, pela definicao de MIN(L):

i) z € L.
iil) xAuvse|v|>0eue L.
Isto equivale a dizer que:
reMIN(L)Az=uwA|v|>0=u¢L (50)
Ou seja, para qualquer prefixo préoprio u de x temos S(qo, u) ¢ F.

Portanto, como ¢’ é idéntica & § nos estados ¢ € @ — F, devemos ter 3’(q0,x) = S(qo,a:) pois, por
construgao, nenhum prefixo préprio u de = passou por um estado final g¢ € F'.

Ou seja, z € L = 6(go,z) € F e, desde que §(qo,x) = 6(qo,x) temos que &' (go,z) € F onde F é o
conjunto dos estados de aceitagdo de M’. Logo = € L(M')

Volta: z € L(M') = x € MIN(L).
Se x € L(M') entdo &' (qo, z) € F.

Mas, para ir de go até um estado final g5 € F, M’ nao pode ter passado por nenhum estado final
intermedidrio, pois, se o fizesse, teria transitado para o estado ndo final g, ¢ F pois, por construgao,
0'(q,a) = q, para todo ¢ € F U{q,} e a € ¥. Logo, nenhum prefixo préprio u de x estd em L.

Além disso, como ' é idéntica & ¢ nos estados ¢ € Q — F', devemos ter S(qo, x) € F. Logo, z € L.

Mas, se = estd em L e nenhum prefixo préprio u de x estd em L entdo x € MIN(L). O

f) Se L é regular entdao INIT(L) = {z|para algum yzy € L} também é regular.

Note que a definigdo de INIT(L) é praticamente a mesma que a definicio de MAX(L) = {z €
L|para nenhum y, exceto e,xy € L}, A tnica diferenga é que em INIT(L) podemos ter y = .

Portanto a solugao é exatamente a mesma vista no item (d) acima, exceto que consideramos estados vivos

aqueles que podem ser alcangados por uma cadeia y = e.

g) Se L é regular entdo L é regular.

Demonstragao. Por construgao.

Se L é regular entao existe uma expressao regular S que representa L. Por definicao, S é definida
recursivamente a partir dos caracteres de ¥* e das operagoes de concatenacao, uniao e estrela de Kleene.

Vamos mostrar que, a partir dos componentes de S e usando concatenacao, uniao e estrela de Kleene é
possivel definir recursivamente uma expressao regular S que equivale a L%,

E, se existe uma expressdo regular que equivale a L®, entdo L7 é regular.

Para obter ST seguimos estas regras recursivas:

i) Se S = a para algum a € X* entdo ST = S pois todo caracter é igual ao seu reverso.
ii) Se S = 5] US; entao ST = Sl uSE.

iii) Se S = 519, entdao ST = 9,9;.
) Se S = (S1)* entao ST = (Sf)*.

iv
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h) A linguagem L’ = {x|zz® € L} nio é regular.

Demonstragao. Pelo teorema de Myhill-Nerode.
Se z € L entdo zzf* € L.
Se y € ¥ entdo y distingue 27 pois se y = x entdo yxf* € L' e, y # x entdo ya® ¢ L'.

Como escolhemos y genérico, temos que L’ define infinitas classes de equivaléncia para y. Logo, pelo
teorema de Myhill-Nerode, L nao é regular. O

Exercicio 3.13. Seja h um homomorfismo tal que h(a) = 01, h(b) = 0.

a) Encontre h=1(Ly) onde Ly = (10 + 1)*.
b) Encontre h(Ly) onde Ly = (a+ b)*.

¢) Encontre h=1(L3) onde L é o conjunto das cadeias de 0’s e 1’s com igual nimero de 0’s e 1’s.
Solugao:

a) Se h(a) = 01, h(b) = 0 entio h=1(01) = a,h-1(0) = b. Se L1 = (10 + 1)* entdo h~'(L1) = (10 + 1)*.
b) Se h(a) =01,h(b) =0e Ly = (a+ b)* entdo h(Lz) = (01 + 0)*

¢) Ls é ndo regular. Portanto, h=*(L3) = 0.

Exercicio 3.20. Ao converter um AFND para um AFD, o nimero de estados pode crescer substancialmente.
Encontre os limites inferior e superior para o aumento mdzimo do numero de estados ao converter, para

AFD, um AFND de n estados.

Solugao:

Seja M,, = (Q,X%,6,q0, F) o AFND de n estados e My = (Q', %, ¢, ¢}, F') o AFD minimo correspondente,
com d estados.

Para obter o limite inferior de d consideramos M, com gg ¢ F e sem nenhum tipo de ligacao entre estados.
Isto é, para todo a € X e para todo = € @ temos §(z,a) = (. Deste modo, L(M,) = 0 e o My minimo
correspondente possui zero estados.

Se considerarmos absurdo um AFD com zero estados, podemos considerar um AFD com um tnico estado
gy ¢ F' e adotar o limite inferior como sendo 1.

Para obter o limite superior, consideramos que cada estado do AFND pode se ligar consigo mesmo e com
cada um dos demais (n — 1) estados.

Para facilitar o raciocinio, vamos considerar que os n estados do AFND estao numerados como 1,2,...,n.

Se n = 1 entdo o AFND pode ter no mdximo uma ligagdo consigo mesmo, gerando o estado [1] no AFD.
Também pode ocorrer que, para um certo a € 3, nao haja arcos saindo do estado 1 o que gera uma ligagao
do estado [1] para o estado [0] no AFD. Assim, Q" = {[0],[1]} e d = |Q'| = 2! = 2.

Se n = 2 entdo o AFD pode ter os estados Q' = {[0], [1], 2], [12]}. Portanto, d = |Q'| = 2% = 4.

o1



Se n = 3 ent@o o AFD pode ter os estados Q' = {[0], [1], [2], [3], [12], [13], [23], [123]}. Portanto, d = |Q’| =
23 =8.

Vamos provar, por indugao finita em n, que o limitante superior é d = 2".

Demonstragao. Caso base: J4 vimos que a equacao vale para n = 1.

Hipdotese Indutiva: Supondo que a equacdo vale para n — 1, temos que um AFND pode gerar um AFD com
até d,,_1 = 2"~ 1 estados.

Ao adicionar mais um estado, este pode se conectar consigo mesmo e com cada um dos n — 1 estados ja
existentes. Cada conexao gera um estado no AFD. Por exemplo, se os n— 1 estados eram 1 e 2 entéo a adicao
do estado 3 gera as novas conexdes (e correspondentes estados no AFD) 3,31,32 e 123. Ou seja, dobra-se o
nimero de estados do AFD.

Portanto, se havia d,,_; = 2"~ ! estados no AFD, a adiciio do n-ésimo estado no AFND, dobra o niimero
total de estados no AFD equivalente. Portanto, d,, = 2d,_; = 2 x 2"~ ! =27,

Supondo a equagao valida para n — 1 estados, mostramos que ela continua véalida para n estados.
Portanto, pelo Principio da Indugdo Finita, provamos que um AFND de n estados pode gerar um AFD

minimo com no maximo d,, = 2" estados. O

Em resumo, um AFND de n estados pode gerar um AFD minimo que tenha de 0 a 2™ estados.

Exercicio 3.25. Encontre o AFD minimo equivalente ao diagrama de transicdo da Figura 34.

Start—w 4@

Figura 34 Diagrama de transicao para o Exercicio 3.25.

Solugao:

Inicialmente, verificamos que o estado h nao pode ser alcangado a partir do estado inicial (pois nao hé setas
saindo deste estado). Portanto, podemos remover o estado h do AFD a minimizar.

De modo andlogo, os estado g, f, e sdo sucessivamente removidos pelo mesmo motivo (ndo hé como alcangé-los
a partir do estado inicial). Portanto, restam apenas os estados a, b, ¢, d.

Em seguida, renumeramos os estados a, b, ¢, d para qi1, qe, q3,qs de modo poder empregar mais facilmente o
algoritmo visto em sala de aula?.

Aplicando-se o algoritmo, temos:
Passo 1: Para cada par ¢;,q; com i < j fazer DJi,j] =0 e S[i,j] = 0.

Passo 2: Para cada par ¢;,q; com ¢ < j fazer D[i,j] = 1 se um dos estados (g; ou ¢;) é de aceitagdo e o
outro nao é um estado de aceitagao.

Portanto:
D[1,4] = D[2,4] = D[3,4] =1

2 Algoritmo 5.7.2 na pag. 179 do livro SUDKAMP, Thomas A.,Languages and Machines. An Introduction to The Theory of
Computer Science. 3ed. 2005. ISBN 9780321322210
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Figura 35 Diagrama de transicao para o Exercicio 3.25 apds os estados e, f, g, h terem sido removidos e os

estados a, b, ¢, d terem sido renomeados para q1, ¢2, q3, q4.

Passo 3: Para cada par g;,g; com i < j em que DJ[i,j] = 0 executamos o passo 3 tal como resumido na

tabela abaixo.

Indice | Acao Razao
1,2 | 5113 = (1.2}
S[1,2] = {[1,2]}
1,3 D[2,3] =1 Distintos por 0
D[1,3]=1 Chamando DIST(1, 3)
(2, 3] D[2,3]=1 Distintos por 0

Portanto, os estados sao distintos e o AFD da Figura 35 é minimo.

Exercicio 1. Seja G a gramdtica:

a) Dé a derivagdo mais d esquerda de ‘abbaab’.
b) Dé duas derivagdes mais o esquerda de ‘aa’.

¢) Construa a drvore de derivagdes para o item (b).

d) Dé uma expressdo regular para L(G).

Solugao:

a) Derivagdo mais a esquerda de ‘abbaab’:

S = SAB

SAB = SABAB
SABAB = ABAB
ABAB = aBAB
aBAB = abBAB
abBAB = abbBAB
abbBAB = abbAB
abbAB = abba AB
abbaAB = abbaaB
abbaaB = abbaabB
abbaabB = abbaab

(S — SAB)

S — SAB|e
A—aAla
B—bB e
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b) Primeira derivagdo mais & esquerda de ‘aa’:
S = SAB (S — SAB)

SAB = SABAB (S — SAB)
SABAB = ABAB (S — ¢)
ABAB = aBAB (A —a)
aBAB = aAB (B —¢)
aAB = aaB (A —a)
aaB = aa (B —e)

Segunda derivagao mais a esquerda de ‘aa’.

S=SAB (S — SAB)

SAB = AB (S —¢)
AB = aAB (A — adA)
aAB = aaB (A —a)
aaB = aa (B —e€)

c) Arvore de derivagoes para a primeira derivacao mais a esquerda de ‘aa’:
S
S A B
I |
S B a €
| |
€ €

& — P

Arvore de derivagoes para a segunda derivacao mais a esquerda de ‘aa’:
S
A B
€

P
a A

A — N

a
d) Iniciamos com uma expressdo regular mais simples e vamos generalizando até encontrar a expressao
regular equivalente a gramaética.

S —e €
S — SAB
S —e

A — aA (vérias vezes) a
A—a

B —e¢

S — SAB
S —e
A—a

B — bB (vérias vezes) a* +ab”
B —e¢

S — SAB (vérias vezes)
S —e

A — aA (vérias vezes)
A—a

B — bB (vérias vezes) a* +ab” + (a*b*)*
B —e¢




Portanto, a expressao regular para L(G) é
L(G) =ala+b)" +¢

que equivale a:
L(G) = {(a"b™)*n>m>0Ak>0

Exercicio 2. Para cada uma das GLC’s abaizo, defina a linguagem gerada:
) S — aaSBle
Y B—bWB|b

b) S — aSbb|A
A—cA|c

) S — abSdc|A
“ A= cdAba | €

S — aSh|A
d) A—cAd| cBd
B — aBb | ab

) S — aSH|AB
“ Boubb|b
Solugao:

Em todas as definigdes abaixo {i,j, k} C N.

a) L(G) = {a®*V]i >1Aj>1}.

b) L(G) = {a'cb*|i >0 A j > 1}.

¢) L(G) = {(ab)'(cd)’ (ba)’ (de)'|i > 0 Aj > 1}.
d) L(G) = {a’c (ab)*dIb' )i > 0N > 1Nk > 1}.
e) L(G) = {aibi|i > 0N j > i}

Exercicio 3. Para cada uma das sequintes Gramdaticas Regulares, encontra uma expressao reqular para a
linguagem gerada.

) S — adle
YA aA| bA| b

S —aA
b) A—aA|bB
B —bB|e¢

S —aS | bA
¢c) A—bB
B —aB | ¢
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d) S —aS | bA| €
A—aA|bS
Solugao:
Para cada gramética, mostramos algumas derivacoes e a expressao regular equivalente.

Iniciamos com uma expressao regular mais simples e vamos generalizando até encontrar a expressao regular
equivalente a gramatica.

a) A expressdo regular equivalente & gramaética (a) é:

atht +¢

S —e€ €
S — aA
A—aA | aa*b+e=atb+¢
A—b
S — aA
A—bA | atb+ e+ ab*b
A—b

b) A expressao regular equivalente & gramatica (b) é:

atbt

S — aA
A—bB | ab
B — €

S — aA
A— aA
A — bB | aa*b
B —e

S — aA
A — bB
B — bB | aa*b + abb*
B —e

c) A expressdo regular equivalente & gramadtica (c) é:

aTbba*

S — aS
S — bA
A — bB | aa*bb
B —e¢

S —aS
S — bA
A — bB | aa*bb + aa*bba*
B — aB
B —e¢

d) A expressao regular equivalente & gramatica (d) é:

a* + bbb* + (ba*b)*
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S —e€ €
S —aS
S —e€ a
S — bA
A —bS | a* +bbb*
S — e

S — bA
A — aA
A —bS | a* + bbb" + (ba*b)*

S —e€

Exercicio 4. Seja G a gramdtica:

S — aSh|B
B —bB| b

Prove que L(G) = {a"b™|0 < n < m}
Solugao:

Demonstracgao. Por construgao.
Ap6s aplicar n > 0 vezes a producdo S — aSb obtemos uma cadeia na forma a™Sb™.

Porém, como S nao é terminal, temos que aplicar pelo menos uma vez a producao S — B que resulta na
cadeia a" Bb"™.

Como B nao é terminal, podemos aplicar k > 0 vezes a producdo B — bB obtendo a cadeia a™b* Bb™.

Porém, como B nao é terminal, temos que aplicar pelo menos uma vez a producao B — b que resulta na
cadeia a™b*T1H" que é igual & cadeia a™bFH1T,

Fazendo m = k + 1 + n temos que L(G) = a™b™.
Como k>0 temosquem=k+1+n>n>0.

Logo: L(G) = a™b™ com m >n > 0. O

Exercicio 5. Determine uma GLC sem simbolos initeis equivalente a:

S—AB | CA
A—a

B — BC | AB
C—aB|b

Solugao:
Seja G = (V, T, P, S) uma gramética.

Um simbolo X é 1util se:

i) X = w € T*, ou seja, o simbolo X gera uma cadeia formada por simbolos terminais.
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ii) S = aXf, ou seja, € possivel chegar ao simbolo X a partir de producgoes originadas a partir do simbolo
inicial S.

Analisando a gramadtica, vemos que o simbolo B nao gera simbolos terminais. Logo, B néao é 1til. Portanto
podemos remover todas as produgoes que utilizam esta varfavel. Assim, a gramdtica pode ser reescrita como:

S —cA
A—a
C—b

Agora vemos que C' é nao alcancdvel a partir de S e que a varidvel A apenas produz um tnico simbolo
terminal a.

Portanto, a gramatica pode ser reescrita como:

S — ca
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